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AVERTISSEMENT. 


é 

Lt Afénioire qu’on va lire est extrait de l'ouvrage qui «e public par livraisons, 

sons le titre d’Exerctceit de Malhémalitfuee. La considération des avantages qui 

peuvent résulter, pour l'enseignement des Mathématiques spéciales, de l’adoption 

des méthodes exposées dans ce Mémoire , a déterminé l’auteur à en faire tirer des 
• . ’ 
exemplaires séparément. 
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SCR LA RÉSOLCTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 


£T SUR LA THÉORIE DE L’ÉLIMINATION. 


n 9 '* 4 -» 


'"■"S 



, li . 

CONSIDERATIONS GÉ.NÉaALESj, V,;r , 


' On a beaucoup écrit aur la résolution des éqnalions nnméiiqüet et sur rélimination. 
On sait eu particulier que la première de cas deux qiieslions est l’objet spécial d’nrt ou- 
rrage do Lagrange, dans lequel cet illustre géomètre a présenté, pour la détermination 
dea racines réelles d’une équation de degré quelconque , une méthode fondée sur la con- 
sidération d'une équation auxiliaire, dont le degré est généralement plus éleré, et dont 
l’inconnue a pour râleurs les carrés des dilTérenecs entre les dirersés racines de la pro- 
posée. On se sert de cette équation auxiliaire pour calculer uno limite inférieure à la plus 
petite diU'éreuce entre deux racines réelles. J'ai failroir dans l’y^nofrse algébrique [note III] 
qu’ou pouvait arriver au même but , en considérant seuirment le produit de toutes les 
diflereuces des racines. Mais, pour tirer un parti avantageux do cette remarque, il restait 
è indiquer un moyen facile do former le même produit. Au reste, dès que l’on, connaît 
une limite inférieure à la plus petite dtiTéroiico entre deux racines réelles, on parvient 
sans peine non- seulement k calculer le nombre de ces racines, mais encore k en obtenir 
des valeurs de plus en plus approchées. 

Une autre méthode, également applicable k I^valualion des racines réelles cl des ra- 
cines imaginaires, a été donnée par M. Legendre, dans la seconde édition de la Théorie 
des nombres. Eu suivant cette dernière méthode; on réduit la recherche de l’une des 
racines de l’équation proposée k la résolution d'une équation binôme, résolution que 
l’on opère k l'aide des propriétés bien coi^ucsdes fonctions trigonométriques. U'ailleurs, 
en s’appuyant sur la iiiènie méthode, on prouve directement que l'on peut satisfaire k 
une équation de degré quelconque par une valeur réelle ou imaginaire de la variable. 
A la vérité, la démonstration que M. Legendre a donnée^ cette proposition, et qu'il 
considère comme s'étendant k toutes sortes d’équations al>Ariques pu transcendantes, 
parait sujette k quelques diOlcullés; mais on peut les surmonter, lorsque l’équation est 
algébrique dans tous les cas possibles, pt lorsqu'elle devient transcendante, en apportant 
quelques restrictions k la proposition dont il s’agit, comme je l'ai fait voir dans les Leçon» 
aur le Calcul lUfférentiel. ,*s -- - 
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( * ) 

On pourrait citer encore dirertea méthodea relalirea k la réaolulion de* dqualioD* 
numérique* et développée* on aeulement indiquée* dan» le» ouvrages de Newton, de 
Hallé , d'Euler , de Lagrange , de M. Budan , de M. Legendre , de M. Fourier, etc. Mai* 
CCS méthodes, dont quelques-unes supposent déji connue la valeur approchée d’une ra- 
cine de l’équation que l’on vaut résoudre , ou sont appuyées sur des théorie* étrangère* 
aux élément* d’algèbre , par exemple , sur la considération de* série* récurrente* , n’of- 
frent pas de règles certaines pour la détermination à priori du nombre des racines réeUe*. 
On doit toutefois excepter le* méthode* qui ont été annoncées par M. Fourier, dans le 
tome FII des Mémoires do l’Académie des sciences, et que le nom de l’aut^r recom- 
mande è l’attention des géomètres , mais dont on ne pourra se former une idée précise 
qu’au moment o(i il aura publié l’ouvrage qu’il prépare sur cette matière. 

Quoi qu’il en soit , )’ai pensé qu’il serait utile , pour ceux qui se proposent de cultiver 
les sciences mathématiques , d’oflHr ici des méthodes simples et générales , à l’aide des- 
quelles on puisse déterminer le nombre de* racines, «oit réelles, soit imaginaires, d'une 
équation de degré quelconque , et le* calculer approximativement , sans recourir k l’éqna- 
quation auxiliaire dont l’inconnue a pour valeur* le* carré* de* difléreoce* entre ces 
racines , et sans employer des notations étrangère* k ceux qui né possèdent que les pre- 
miers principe* de l’algèbre. Ces méthodes , qui seront développée* dans le* paragraphe* 
suivant* , fourniront en même temps le* moyens de simplifier la théorie de l’éliminaiion , 
et de lever le* diflicultés qu’elle présente. 


$ I.** Sur ia réêoliuion. tü$ équation* du premiaret du tteond degré à eoeffleient* réeh, 
' et *ur tel expression* iwutginaire*. 


Considérons l’équation du premier ^gré 
(i) a.«-f-o, = 0, 

dans laquelle a , , a, désignent deux constantes réelles. Si l’on fait pour abréger 

(*) 

l’équation (i) , divisée par , deviendra 

* 

x + A = o, 


«• 


(5) 

et l’on en tirera 

(4) 


* = — A. 
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( 5 ) 

CooiidArôn* ina'rateiiaDt l’équation du second degré 

« 

(5) ‘ a.x' + a,x + a. = o, 

U. . *1 , «• désignant trois constantes réelles. Si l'on fait pour abrégé 

( 6 ) - ^ = Jt = ^. 

•• • "• 

> ^ • • 
l’équatioB (S) , divisée par a. , deviendra 

« 

(7) , x' + Ax-\-B = o: 

* • • 

Avant de résoudre généralement celte dernière , examinons d’akord le cas particulier oü 
l’on aurait 

(«) - // = o. 


(») r V 

donnera 

(lo) 


Dans ce cas , l’équation (7) , ou plutôt l’équation binôme 

— — 

et on la vérifiera , si 'B est négatif, en ptrenant 
(11) » = ±v/^. 

Donc alors l’équation (9) admettra deux racines réelles , savoir, 

(it) ' » = — ^—Bt (*5) 

• « 

Ainsi, par exemple, l’équation binôme 
(,4) a!*— 1=0 

oflrira.les deux racines réelles 

(> 5 ) * = — 1, 


xz=y/::T. 


y ' 


(. 6 ) 


. a:= ; 


Mais , si B devient positif, ai l’on suppose , par exemple , ^ = 1 , l’équation (9) , 
réduite è 

(17) as* + *=o« 
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( 4 ) 

ne sera plas vtïrifiêe paraucunc valeur rëellu de x , pui»qa'noe«eiu}>i3l>jQTal«W rendra 
toiijoura la somme x* -f- ) égale ou supérieure à l’iiiiité, et par conséquent positive- 
Dans le même cas , les valeurs de ai, données par les formules (la) et (i 3), savoir. 


(. 8 ) 


= “ j/ii 


('9) 




ne seront plus que des expressions algébriques- qui nu signifieront rien par elles-mt- 
ises , et qui , pour cette raison , seinbJoraient devoir être exclues de l'algèbre. Néanmoins 
il peut être utile de les conserver dans le calaul. C’est en effet ce qui résulte des obscr- 
vatioofl itiivanles. 

» 

Bn analyse on appelle expration tymbolique -ou ty/mboU toute combinaison de signas 
algébriques qui ne signifîc rien par elle-même, ou i laquelle on attribue une valeur dif- 
férente de eella qu'elle jdoit naturellement «voir. On nonMue du ludiou éqiMtsons âjmJiat- 
iiqutt toutes celles qui , prises è la lettre et interprétées d’après les couventiWM géné- 
ralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens , mais desquelles on peut dédqire 
des résultats exacts en modiGunt et altérant, selon des règles fixes, ou ces équations 
elles-mêmes ou les symboles qu’elles renlènneal. L'etiiploi de cCs-syatbole* ou de oei 
équations est souvent un moyen de simpliGer les calculs , et d’écrire tous forme abrégée 
des résultats assez compliqués en-apparenco. Or, parmi les expretaiont ou équations sym- 
boliques dont la con.sidéralion est de quelque importance en analyse, on doit surtout 
distinguer celles que l’on a nommées itnaginaires. Noos allons montrer comment l’on 
peut être conduit h on faire usage. \ 

Soient , . • . 

a , « , a , ^ ^ , P , ... 

SJ 

plusieurs quantités réelles positives ou négatives. Si l’on multiplie les unes par les autres , 
les expressions symboliques ... . ^ . s 


(ao) 


etc-, 


en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique, OMttlue si t/Zï 
était une quantité réelle dont le carré fût, égal è . - — i , le produit obtenu se composera 
de deux parties, l’une toute réelle, l’autre ayant pour coeOlcienl , et restera le 

même , quel que soit l’ordre dans lequel on aura efifectué les diverses multiplications. Or 
cette .simple rcpasrque peut être employée fort ulilemetil dans la recherche de* propriétés 
générales des nombres ou des quantités réelles, et fournit, par exemple, le moyen 
d’établir la proposition suivanlv- , 

1 ." TiièoailtiB. Si l'on multiplie l’un par l'autre lieux nombres entiers dont ckucMO 
soit la somme de deux carrés, le produit sera encore la somme de deux carrés. 
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(w) '■■ '•■ Jt r r. 


. it:, > fc. ^ • 

► ■ • •- 1 . . . 


•' V >^.; . 


lo9 deux nombre* enlien dont il »’«pl , «*,?•, 7 * , i* déii^nent des carré» parfait». 

Ce» deux nombres pourront être Coniidérés comme rêsuliaiiis" le preniier de U aDultfpli- 
calloD de» facleUr»'»ymbolîqu«»" ‘ ••si-- . j..- »•' — , 


(la) 


» + ?V'r'‘.. <' Êt/îî, 


'■■■•* d f* • .r ,'Uv. «iH- » 


le «ecaxtde lu I u hi p Un i n i— de» fcotenr» «ymbwltq^ . c j,... 

- • V' ■ ■.> ■ -r 

(* 3 ) 

Donc le produit ^ 

M) •’ . P‘*-t’P’Kv’ + ê’) * 

I-.-.- «-./ , '.I U «!« ?<l/y >;l* ■ 

pourra être considéré «omue résuhanl de üittert'» symboli- 
que» '■ ■■ *!«* »é ^iÿ»»Ull»«V(llrt>r(ibl • SOV^uijPMÿl 

'■“> ■■ ■ ■ : ' 
D’ailleurs, si l’on roulflptie i.’ te premier fadeur per 1 c troisième le second par le 
quatrième , les produits ainsi formé» seront respeclirement 

• ' ^ • P" + ' 

{16) aj — {<tt (ai 

* <4e- i*. • '/ •/. là ^ '.y > ‘ 

puis , en snullipliant l’une par l’autre le» «xpression» (16) , on trouvera pour résultat dé- 
lioitif la quantité positive , 

(=T'-W + (« + P7)’; 

On aura donc * - 1 

(»7) («V — ?ê)’ + («ê +P>>’-=*-(»’-f p’)(7’ + *’)- * 

Or cette derniève fanmlu comprend énidaminent le Sbéoréme ■- - 

Corollaire i." Si , duo» 1^ rormule (« 7 ) , on échauge entre elle» les lettre» é'el 7 , 
on en Urera .. , p ..j. 1 .1 _ 


(a«) 


*'V • ,I 


• s.-J.- I UV '%>, K * •ri . 1 .1 }, , y,-. 

Il y « manière»' ém di<oiii^<M«r aa «loua oaitéa 4e 4êaB 

nombre» eoliera dppt cbaflun ettila Manem de tUus éatrés. Ainairtnr nxeiiÿle, «aptim 
des éqMtion».(a7) etdedj I’ . I ' P . ■ . ■.>- .v w , 
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(6 ) 

ÇorolUurt ».* Le* formuFet (*7), (*8) talnltieiit érideioment dan* le ca* rndme oli le* 

IcUre* «, P, y, 4 ce«MDt de re|>ré*«i>ier de* nombre* entier*, et désignent de* quan- 

tité* réelle* ^uelcon^ue* , po*itira* ou négatira*. 

On Toil, par ce qui précède, qu’il peut être nlile, dan* ja recherche de* propriété» 
générale* de* quantité* réelle*, de oonaidérer de* axpreaaiona (yipbolique* de la furipe 


(»9) 


» 



Une temblable «tpreaaion, dan* laquelle a , p déaigttent deux quaStité* réelle*, e«t 
cc qu'on noinm^ tvDe exprente^ uMdK^fidirr«p' «t l'on dit qiM deux expreciioDi iisagioeiret 


•e + PV^i, 

• - , . * 

«ont i^ata antre eRe*, loraqu’a 7 a égalité de fàrt et d’autre 1.’ entre le* partie* réelle* 
a cl y , ».* entre le* coefiicieat* de «afAÎr p et ê. . L’égalité de dent et- 

prcfiion* imaginaire* *'indiqua comme celle de deux quantité* réelle* par le »igne ;= t 
et U en réaulle ce qu'on appolie une ^aolûm ima^mair*. Cela poaé, toute équation 
imaginaire n'eat que I* rcpréaentatioo aymbolique de deux équationa entre quantité* 
réelle*. Par exemple , l’équatiM rymbdique ^ ^ • 


' « + PV'"' = r + *V^ 

équiraut *enle aux deux équation* réelle* 

« .» 

B = y , * = ê . 


Lortque , dan* l’expreiaion iouginaire 

• B+PV^*. 

le coefficient p de > ' a'éranouit , le terme Pv^ ^ cenaé réduit b aéro. et 

l’expreaaion elle-méme à la* quantité réelle b. £n vertu de cette eonvenlion , le* ex- 

pre**ion* imaginaire* coitiprcnnent comme ca* particulier* le* quantité* réelle*. 

» 

Le* expre*»ion* knagioairea peurentélre »oumi*eé, anaai bien que Ica quaqtité* réelle*, 
aux divereea opérationa de l’algèbre. .Si l'on effectue en particulier l'addition , la tou*- 
traclion on la naultiplication de deux-eu de plutiewa expreeaiona imaginairea, on obtiendra 
pour résultat une nourelle expreaston imaginaire qni sera ce qu’on appelle la aomme, la 
différence , ou le produit dea expreaaiona donnéea ; et l'on ae lervira de* noialioai ordi- 
naires pour indiquer cette tomme, cette difiérence, ou ce preduit. Par exemple, si Ton 
donne seulement denx exprcssiooa imaginaires 
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» 

(7) 

' .. »x 


on trou fer* 


(3o) 

+ pvAi) + (, + f »A) = . + 7 + (^ + #) t/r,_, 

(3.) 

(“4-§V^0 — (ï + <l^'0 = «r-7 + (? — > 

\ 

(3a) 

(«4-P»/^.) X (74-di/".) =T-P* + («é-*-f7)V^. 


DÎTwer ane premièra expreMioo im*giaair« par uoe ptcouic , c’eal trouver une troiiièmc 
exprcMiea imagioaire i|oi , multipliée par la lecoode , reproduise la première. Le réiiillat 
de celte opérolioii est le quotient des dem expressions données. On te sert, pour l’in- 
diquer , du signe ordinaire de la divkwp. Ainsi % ^ 


■ • ‘ 7+*V^‘ • ■ 

/ ^ V > 

" X 

représente le quotient des deux expretaioos imaginaires " * 

\ ’ . * • - 

* s V I 

Elever une expression imaginaire k la puissance du degré m (m daignant un nombre 
entier) , c’est former le produit de m facteurs égaux é cette expression. On indique 
laputsaonee m“* de a-f-Pj/TT par la notatioft 


(*+PV^O"* 


.4insi, en particulier, la notation 


(a-fpj/r,). 

représente le produit de l’expression a + p^!7 par elle-mémc. 

On dit que deux expressions inngionires sont cooiuguées l’une b l’autre, lorsque ces 
deux expressions ne diflèrent entre elles que par le signe du coefficieut de \/~. La 
somme de deux semUablet expressions est loujonr* réelle , ainsi que leur produit. Eii 
effet les deux expresssious imagineires conjuguées 


(*») 


doDoont pour somme i à , et pour pi 
duiti ou ■ 


« -t- PV^* , • « -*- Pv”i ' 

H 

it ■* -f- P* . La raoioe earrée de cc pro- 


( 53 ) 
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(8) 

esl ce qu'on nomme le module de chacune des expressions (aa). Pour que le module 
, ( 53 ) s’évanouisse , il est nécesaéire cl il suffit que l’on ait en mémo temps « = o , . 
^ U , c’est-é-dire , en d’niilret termes, que les expressions (sa) se réduisent l’une et 
l’autre k léro. J • , . 

Kemarquons encore qu’eu vertu des principes ci-dessus établis l'égalité de deux ex- 
preuions imagintxires entraîne toujvurt Cégalité de leurt modules. 

Quelquefois on représente une expression Imagmaire par une seule lettre. Cela posé, 
soit 

(S 4 ) . /" . ■' + ' ’ ’ 

. - • * s i . . - . . ‘ “ ~ 

une semblable éxpréssion , p et f étant deux quantités réelles^uelcotiques. On pourra 
se proposer d’assigner k ces deux quantités des Valeurs telles que la valeur correspon- 
dante de æ vérifie une équation donnée du second degré, par exemple, l’équation 
(7) ou (y). Alors la valeur de a) deviendra ce qu’on nomme une racine imaginaire 
de l’équation (7) ou (y). Ajoutons que cette racine imaginaire se transformera en une 
racine réelle . dans les cas uii la valeur de q- sera nulle. Si l’on suppose en partioulior 
l’équation (y) réduite b l’équation (i4) ou (17), on la vérifiera évidemment en attribuant 
k X l'une des valeurs rédlca (i 3 )> (tC), oi>ruOe des valeurs imaginaires (18] , (ly). 
• Donc ces valeurs représenteut des racines réelles de l’équation (i 4 ) et des racines ima- 
ginoires de l’équation (17). 1 • ■ 

. . _ ,V_-. 7 • -I ' t - O,.' 1 . 

Revenons roaintenant k l’équation (y) ou (to). Pour la jràsoudre généralement , c't(st> 
k-dire, pour trouver toutes tes va/eurs réelles ou imaginaires de x qui peuvent la 
vérifier , posons oomme ci-dessus x =xp -j* 7 donnera 


( 55 > 


P’.— 7* + *P7 == — ^ t 


rl se partagera en deux ^uatluus réelles, savoir, ^ 

('îfill i- . > >; t — 9(=s— ap9=x:o. O- .• -J- 

• " ► » ' ; t ^ s 

«m uu peut sttiôJ'uire au\, (i&)i vakury rétlkft du. j* tl 4^ 9 p 

qii*en suppusiinl /• , j.. , ^ i •' • * 

(57) ■ * 9 = 0, 

r ■ ■ 

ou 

( 58 ) -i r' pt—o, ■ -» ‘ “ ■ ■j:.;. 

La première supposition n’est admissible que dans le cas où l’on a ' /' ; 
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B<o, 


.(59) • 

et l’pn lire alors des formales (S;) 

V = O , P = ± . 

W®) ^ * = P + 9 l/H" = d= . 

Au contraire la seconde supposition n’est aJniissiLlc quo dans le cas où l’on a 

MO B>o. ■ ^ 

et l’on lire alors des formules ( 38 ) 

« t ■ ' • 

p = O , 1} = zh B' , 

(^*) » = P + 71/T = ±5‘j/T. 

.Donc, dans tous les cas possibles, l’équation (lo) admettra seulement deux racines, 
savoir, deux racines réelles fournies par les formules (iï) cl (i3), si /{ est iié-'atir' 

et deux racines imaginaires, mais conjuguées, fournies par les formules ** 

( 45 ) ( 44 ) 

SI B devient positif. Si la quantité B s’évanouissait . les doux racines de i’équalion 
(lo) seraient égales entre elles, et chacune des formules (la), (i3), (43). ( 44 ) donnerait 

(45) Œ = o. 

Passons mainlfinant li l’équation (7). Celle équalioii pouvant s’écrire comme il suit 

( 46 ) _ ; . (ai+-^)’+/?_^=o.- 

on on tirera 

(47) ' ’ («4-4)- « * 

Celle dernière, étant semblable l l’équation (lo)', sc résoudra do la meme manière; cl 
d’abord , si l’on suppose . ^ 

(48) 4.= ou>ü. 

4. , 
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( ‘O ) 


elle (louncra 

(4<i) • 

rl par c.oiisi'ijiiupt 
(•> 0 ) 




Doue alors IV^ualion (7] admettra deuK raciocs réelles, ftovoir, 

(5i) » = --f ® = -T + V^T“^ • 


~<B. 

4 


Si Ton suppose au contraire 

C«) 

la fonuule (47) donnera 

(54) x + . . . 

et par conséquent ' • ' , . . , , 

(55) * = _4±(«-4-)V7- 

Donc alors l’équation (7) admettra deux racines imaj^inaires , mais conjuguées I une i 
l'autre , savoir, ^ 


(âti) 




(87) 


-4 + («--)V:T. 


Nous lermiBerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés des expressions 
imitginairts. Ces propriétés sont comprises dans les théorèmes que nous allons énoncer. 

a.*^TuèoH£xE. La tommtdc deux expreesiom imaginaira offre, ainsi que leur dif- 
ferenee, tm module comprit entre la tofnme e( la différence de leurs modules. 

Oemonttration. En eiTet soient <. 

(58) * ^ 7 + ' 

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur diliéreoce 

( 59 ) * + 7 + (?+ * — V + (? — 
ollriroul pour modules les deux quantités 
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( •« ) 

(6o) + [a.+p._>(^+<^) + f,. + J.]î. 

Comme on~iiura li’ailleun , en vertu de la formule (*8) , * 

(60 («y + ?J)-= ou <(.*4-P*M7- + «'). 

il Oit clair que la valeur numérique de la somme ■ . 

(6a) + ■ 

• * » * * ' *- 

sera loférieure OU tout au pluf égaie au produit 

’* > 

• • • («•+P*)'(V+»*)*- ■ •’ ' • 

» • 

Donc cette somme sera renfermée entre les deux limites , < , 

(63) . . •' 

Donc, par suite, chacune des quantités (f>o) sera comprise entre les deux limites , . . 

1 t«‘ + P* — ’ 4- 7’ + *•]' = ± l F’ — Vr+ 

(64) ' 


( [*• + ?• + a + +7* +^T= l/“*+P’.+ + • 

» 

c*eft-i-dire , cotre la somme et la différence des modules des expressions (58). 

48 ^ 

ConUtaire. La somme do plusieurs expressions imaginaires offre un module inlérieur 
h la sAnme de leurs modules.* 

• ' *' ' ■ * ■. X. 

5.* TnioaKaa. Le produit de deux éxpreuiont imagtnalrei a pour module le produit 
de leurs modules. .*■,.• 

Dimonstration.'Ln effet, le prodnit'dcs expressions imaginaires 


(58) 


*+Pv^*> 7'4 '*v/^» 

*» •• 


étant iui-méme une expression imaginaire conjuguée à colle qui représente le produit 
des deux suivantes j . 

(® 5 ) _ . m — , y — , 

chacun des produits en qnestion aura pour module la racine carrée de la quantité .• 
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( \» ) 

qui résullo de la mullipiicat^on des quatre facteurs (58) et (GS). Donc ce module sera 
t^qiiivalcnl à * 

(6<i) . ... 

c’est-à-dire, au produit des modules des capresskuis (58). 

CoroUiiire Le produit de plusieurs facteurs imaginaires 

etc-.... 

a pour module le produit de leurs modules. 

Corollaire Si, dans le corollaire qui procède, on suppose les divers facteurs ima- 
giuairés égauxuntre.eux, et leur nonlbro dgal à m, on recofnaltra que la m* puis- 
sance d’une expression iiiiagiiiaire a pour module la m* puissance de son module. " - 

Corollaire 3.* Comme le produit do plusieurs moduirs ne peut devenir nul, sans que 
i’Un de CCS modules s'évanouisse, et qu'une expression imaginaire dont le module s’éva- 
nouit SC réduit nécessairement à zéro; il est clair que le corollaire i." entraluera encore 
la proposition suivante. 

I^.' Tiitontxi!. Le produit de plutieurt faotôurt imaginairet ne peut l'émnouir avec 
son module, i/u autant que Cun des facteurs se réduit à iéro. 

On établit encore sans difticulté les théorèmes suivants. 

5* THéoaè)lc. Pour diviser une ea^ression imaginaire par une quantité réelle, il 
suffit lie diviser par cette quantité, dans Ccxpression dont U s'agit, la parti^éélle et 
le coefficient de ^/T7. ‘ _ , 

N 

/)éfnons<r(i«ion. En effet, diviser l’expression imaginaire 

•v •• t ■ 

“ -h • 

. *» 

par une qu.mlité réelle ■/ , c'est chercher une seconde expression imaginaire -r 
. ^ ® = + 

qui , étant multipliée par y, reproduise |p première, eu sorte qu’on ait 
(Gy) 7(P + »V^) = *-t-fV/ü, 

Or l’équation symbolique (Cy) équivaut aux deux équations réelles 


t 
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( .3 ) 


desquelles on tire 

■//> — “> 7? = P . 


“ P 

• 

p = _. q = 

et par suite 

> ' 

(68) 

« * & 

® = — + — |/7 . 

7 7 

Donc, pour obtenir le 

quotient de l’expression Imaginaire x 


ficient de ✓T. ;• 

6.’ Tnlonli(K. Pour diviter une exprtusion tmo^ÎTialre a + pl/^ far une expres- 
sion semblable y 4 - , il suffit de multiplier la première par une troisième ex- 

pression imaginaire y — S j/“ qui soit conjuguée à la seconde , et de diviser le pro- 
duit obtenu par le carré du module de 7 + 

Z)<im<miïraIiofi. En effet diviser « + Py/~ pary + oVT. c’est chercher une ex- 
pressioD imaginaire 

qui soit propre il vérifier la formule - . 

(G») ■ + 

D’ailleurs', si l’on multiplie par y — Jj/rT les deux membres de l’équation (69) . elle 
deviendra 

( 70 ) (7’ + »’^)^ = (« + P|/n)(Y-Jv4-.), 

et l’on en tirera 


( 7 ») 


(^A-i~}fy-^V/r,) 

y’+i* 


Or cette dernière formule cempMnd évidemment le théorème 6. 

Sebolie. Si l’on développe le second membre de la formule (71) , en ayant égard au 
théorème 5 , on trouvera 

( 7 *) 


ar, + pi ^q-çj ^ 

y‘+i» y«+J« 


7,* THéORÂMii. Les deux pofynomès 
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i 


(7-î) . 


{ ^4 ) 

- * ^ - 

O.®” + fl, a:""' + a„_,® + a„ , 

c,x" + c,x"“‘ + ... + e,_,x + c, , 


(iunj teaqucla a, , fl, , ... fl„_, , fl„ ; fl, , fl, , ... fl,_, , fl, disignent dei eoô/Jicienlt 
refis ou imaginaires , ne peuvent rester égaux entre eux, quelle que soit la valeur réelle 
ou imagituiire de x, à moins que C on n’ait 


(y 4) ^0 — fl* , fl, fl», ..... fln — I fl* — , • fl* fl* . • 

Démonstration. En effet, si (feux pnlynoines (jô) restent égaux, quel que soit n, • 
leur différence sera toujours nulle, et l'un aura constamment 

• ■ f • ‘ * • 

(7^) (»• — c.)®"4-{fl. ■^o.>x"'‘ + ... 4- (fl.l, — c„_,>« + <ï, — fl, = o. 

Or on tirera du l’équation ("5), i.*en ‘posant x = o* .... 



a.* en divisant le premier membre par x , et posont de nouveau 

* l 

^ O s A||m| — C>tM| t 


O , 


et ainsi do suite. 

N6us remarquerons encore , Qu’étant donnée l’équation algébrique 


(76) 


fl*i" + o,x""' + a,x’~' ••• 4" fl»— I® + O» = O , 


danslaquelle n désigne un nombre entier qn^^nque, et a* , a,,... a,-,, fl* des 
coenicients constants réels ou imaginaires, on pwHuujonrs réduire 11 l’unité le coclEcient 
du premier terme. En effet, si l’on pose ' ^ 



ou, ce qui revient au meme. 


{78J fl, — fl**^ , fl, — * a^S , ... fl*—, a J , fl* — fl*ff , 

l’équation (;C) pourra s’écrire ainsi qu’il suit » . . ■ 
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( 79 ) 


( ‘i ) 

<..(*" + /fx"— 4- Bx’~' + ... + /x 4- X) = O : 


«t, emuinc a, difltrc nécessairement de zéro , lorsque a.x" est le premier ternie 
de l’équalioii (76) , on tirera de la formule (79) , réunie au lliéoréme 4 . 

(80) X" + + Zlx ""’ 4 4-/* + K = d. 

Dans le' cas particulier où l'équation (7C) est binôme ou du second degré, c’est-h-dire . 
de l'une des formes 

(81) a.x" 4 - = O • 

(8ï) a.x’-J-«.ai + a. «n-o. 

alors, après la réduction du cocillcient de sou premier terme b l’unilé, elle devient 

r 

(^) , . . X" 4-^ = 0» . ‘ 

ou 

( 84 ) X* 4-.'^a: 4" ^ = <>• 

^ 2. Sur la rciolulion des éqmtùuu du premier et du second degré à coefficients 
^ t/uelconi/ucs, réels ou imaginaires. 


Considérons d’abord une éqnalion du premier degré b cocOàcienls réels ou imaginaires. 
Si l'on réduit II l’unité le cocllicient du premier terme, cetto équation se présentera sous 
la forme ‘ ' 

( 1 ) x4-/f = o, 

' . • 

A désignant une constante réelle ou imaginaire , et l'on en tirera 

(s) , x=i — 4. ' • 

♦ 

Considérons maintenant une équation quelconque du second degré. Si l’on réduit b 
l'unité le coefficient du premier terme, cotte équation se présentera sous la forme' 

(5) -X* 4- 4x 4- •fi = O , 

' ■ ' J 

A , B désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Si de plus la constante A 
s’évanouit, l’équation ( 3 ) deviendra 
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( «6 ) 


(4) x'~\-B = o, 

(5) x' = — B. . 

Dodc alort, en écrivant, au lieu de — B,a-\-p^Z^, etaUribuant aux leliree 
des valeurs réelles , ou aura simplement b résonne l'é<]uatioD binôme 

(6| = • 

Or ou f parviendra sans peine , on opérant comme il suit. 

Désignons par p , <) deux quantité* réelle* tellement choisie* que 

(") ■ x = p'+q\/r: • 

» V 

soit une valeur de x propre b vérifier rét^uatipn (C). Cette équation donnera 

(8) - /)> — ,j»4-ap?v/:i.= a + pi/r,^ 

et par conséquent ' 

(<j) />* — <?* = ».’ . . i'o) 

puis ou tirera de* formules (;} cl (lo) 

(il) ■ x = p + -^\/Z , 

ou , ce qui revient au même , 

(,a) x=^ + g^. ■ 

# ■ 

D'ailleurs les formules (9) et (10) entraîneront la suivante 

(,5) . = + 

* 

que l’on peut aussi déduire immédiatement de l’équation (6) jointe au corollaire a du 
5.* théorème. Enfin l’on conclura de* foruiule* (9) et (i3) 


apî = p: 


(>4) P' 

et par suite 



(i5) 


7‘ 


3 


O 
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( '7 ) 


(i6) .. 


C'7) 




pui«, en iub»titu*nt U râleur de f deM la formule (ii)> <>■* I* râleur de y dap* 
la formule (ia}> oa (rourera 


^r8) * = 

ou , ce qui rerieut au même 
(19) 1 = 




a* 


P 


-T-V^ . 

ï-Ct/rê+T' + a)- ) 




ponc riquation (6) admellm deux radoea dont lèa raieura feront reapectirement 

(y/XW + «)’ . ■ '±_ 


(ao) 


(*0 




-rv^. 






a" 


ou , ce qui re\ieut au même , 

’ P 


(*») 


(>5) 


«•(V/.«+?ï+a)' 


(V'«*+ï'^ - ■«)■ 


~r V'“ * 




V^. 


— -t 


VTt. 


x-^,. 


a'ÎV^«’+/^ -«)’ 

/ . ^ ■ ■* 

Dana le caa où p a’éraoouit , réquatidii (6) ae réduit t 

(»4) ' • ■ 

Dana le môme caa, on lire de la formule (18) , en fuppoaaot « petilif, 

(iS) » = ±a’, . • 

et de la formule ( 1 g) , en auppoaant « négatif. 
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(. 6 ) - ; • ' • 


{ iB ) 

• *=±{— 


Ce» dernières s’accordent, comme on devait s’y attendre, avec le» formaile» (4o) cl (4») 
du paragraiibe i." • -, 

Dan» le cas oü a s’évanouit , l’équation ( 6 ) se réduit !i • 

(» 7 ) ^ s‘=zp^/r,, 

et l'on lire de la roroiiire (i 8 ) ou ( 19 ), i-* en èupposant ^ positif, 

(.«) ■ «=±j(|)‘+(i.)'^:T|, 

*.* en supposant p 'négatif, 

(* 9 ) ' 


> -, ‘ 


Ainsi, en particulier, les deux racines de l’équation ' 

(îo) ce* ^/TT 

seront données par la formulu . 

(5i) a = db — 

v/> 

et celles de l’équation 

(8») »•=— v/7 

par la formule 


l^T f/7 


(35) 


i/?- 


V> ’ VÏ 


1 /^ 


Revenons maintenant à l’équation (3) , et supposons que le coeCCcient cesse de 
s’évanouir. Cette équation pouvant s’écrire comme il suit 


( 34 ) , 

on en tirera 
(53) 


(*+t) - • 


Or l’équation (35), étant de In mémo forme que l’équation ( 6 ), sc résoudra de la tuénia 
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( >9 ) 

manière , et fournira noiir x -\ des voleura somblablcs aux râleurs de a déter 

« a 

rainées par la formule (i 8 ) ou ( 19 ). 

Exemple. SnUl donnée l'équation du second degré 


(36) 

On en tirera 


I* — (5 + /, |/7)a: -I- G + 8 v/T = O . 


I S 

T 




(37) jx-(l+at/:r)j'=(-i+*4/T) '-(6 + 8 v/T) = 

' ' S ' 

D’ailleurs si l’on remplacé ® pw ® If pfemiar inembre.de la 

formule ( 18 ) , et si l'on pose en outre •■ * = — on tirera de cette formule 


(58) 

et par suite 

( 39 ) 




= 7+ai/^±(-^+*V^) • 

Donc les deux racines do l’équation (36) seroni respcctirement 
(4o) x =— +aj/T — ^^ + j^j=rs, ®=-^4-3^/:r + ^-^+ïi/r7j=3+4j/:r. 


^ 3. Sur la ritolution det équatiom binomet. 

Considérons uno équation binôme du degré ' n , la lettre ■ n désignant on nombre 
entier qnolcouqutv 8i l’on réduit. M coolGcicnt du premier terme * l'unité, cette éqoa-< 
tioD seqirésenléra sous la forme . . . 1 i.- 

(') - < - • a:"+'K=r:o, ' • ^ ■ 

• . ' ■> 1 -:•■■■ ■ 

K étant une constante réelle O» imaginaim , et 1^ en tirera ' ' \ ' 

(s) ■ V i /■ x’^—K.' ■ ' ' 

Donc . en écrivant , an lieu de — K, a + p^/T7, et altribiiantaox Irttree «, p det 
valeurs réelles, on ramènera l'équation ( 1 ) à la forme t- ... .. . 
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( to 3 

= « + Pt/r,. 


(i) 

Or on prouTera lacilem«nl que celte dernière peut loiijourt Ctru rétulue par des rnlnurf 
rérilet ou imagioairM de la variable ce. C’est en eflet ce qui résulte des principes que 
nous allons établir. 

Supposons d'abord qa« le degré n sc réduise è une puissance de a , c'ctl è-dire à 

l’un des nombres s , 2 |. 8, i6 Alors l’équation ( 3 ) se trouvera réduite è l’une des 

suivantes 

( 4 ) = ( 5 ) *t=r«+p^/,ri , (6) af•=r»+p^/^l , (y) »’*=o+p\/r, , etc. 

Or féquation ( 4 ) a déjè été résolue dans le paragraphe précédent, oh l'on a fait 'voir 
qu'elle admet deux racines de la forme p + 9 de poser 

x’=jr, a* = tt, etc..., 

pour obtenir , k la place de la formule ( 5 ) , le système des équations binômes 

(5) + 

y 

il la place de la formule (6) , le système des trois équations binômes 

(g) ®’=7> y’ = î, s* = * + Pt?tr; 

h la place de la formule (7) , le système des quatre équations binômes 

(10) x’=y. = t' = u, u* = a + p^i 

ote... 

D’ailleurs, la deanière des formules (8) étant semblable k l’équation ( 4 ) , on en tirera 
deux valeurs réelles ou imaginaires de y; et,apAs avoir substitué successivement 
ces deux valeurs dans le second membre de l’équation cb' =y , on déduira de celle<i 
quatre valeurs réelles ou imaginaires de x qui seront propres à vériGer l’équation ( 5 ). 
Pareillement on tirera des formules (9) deux valeurs de z , quatre valeurs de y, et 
en déGnitivc huit valeurs de , x propres k vériGer l’équation (C). De même encore on 

tirera des formules (ta) seize valeurs de x propres k vériGer l’équation (7) ; etc. 

Donc chacune des équations ( 4 ) , ( 3 ) , (6) , etc... , offrira autant de racines que son degré 
renfermo d’unités. On voit en outre que la détermination exacte de ces racines ne pré- 
sentera aucune düGculté. ' > ^ 1 

Supposons maintenant que le degré n soit un nombre impair. Dans cette bypolbèse. 
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( t1 ) 

réqu*;i<in (3) adioeltra ocrtainement une ou pluiieurt racinoi rdeUei ou ioiogintires , ti 
l'une de( qusntilés a , ^ s'éranouit. Eu eflet, soit am + > une valeur impaire de 
n>. On vérifiera dvidemmenl fdqualioa 


(>■) 


x* = a , 


0 ») 

en prenant 


(i5) 

suivant que 


x = , ou bien <’ (i4) *= — ( — a) , 

sera positif ou négatif; et l'équation , . - 


(.5) 

ou 

(. 6 ) 


X" = pyC, , 


en prenant 

(17) x=(— 1) 'oubien (18) x=:(— 1) * (— P) •■*' v/H" . 

snivant que ^ sera positif ou négatif, d'ajoute que, si , n étant iaipair, les quan- 
tités a , P ne s'évanouissent ni l'une ni fautre, on pourra encore trouver une valem- 
réelle ou imaginaire de x propre à vérifier l’équation (3) , ou 


(’9) 


a>"-^(«-4-^V'“*) = u 


C’est ce que l’on démontrera sans peine en raisonnant comme il suit. 

Représentons par p + 9 valenr imaginaire quelconque attribuée é la va- 

riablo x , ]>ar ^ ' ‘ 

(ao) . /» + Ql/:r=(p + Vt/T)"-(« + Pv/T) 

la valeur correspondante du biuo«e 

(ai) «•_(«4.pj/-) , 

et par r, p , R loi modules des trois expressions imaginaires , 

* 

•a sorte qu'on ait 
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( » ) 

{»») , (î3) p = <«-+p«)î, -[14) R = (r* + 9‘T-. 

Le modiilr fl d« l’expresflon (so) doviendm , en vertu d» Ihéoréme ». *upérieur i li 

différence 

(’S). 

>i l’on Mippose r" > f , r > p* ; et par coni«é(|iicnt il «iirpasscra le module p , ti 
l'on a 

(ï 6 ) ^ r>(ap)'*. 

Au contraire, fl sera équiralent i la valeur numérique de p ou de «, et par con- 
téqncnl inférieur è p , si l’on suppose 

(a?) 1 = 0, ai*=p" = «, 

ou bien 

(a«} p = o, z’z={<j^,y=.^\/r,. 

Donc lu plus petite valeur que puisse acquérir le module fl de l'expression (so) ou 
(ai) , tandis que x varie, est inférieure au module p de et correspond 

è une valeur de x différente de zéro, mais dont le module r ne surpasse pas (»p)*. 
D’ailleurs, si l'on attribue b la variable ai une valeur distincte de p 
représentée par 

le binôme (ai) se transformera en une fonction entière do » du degré n, savoir, 
('!»)” (p + îV/Ti + s)” — (a + p|/r,) = P+Ç^, + n(p + j 4 /r,)’’-'* + ... + n(pi + .;^'' 4 )î"-' + s* . 

«V V ■ 

*' La formiitr (9 q) sr* JtMinit immédiatem^nl de i’cquatiim (ao) jointe à celle qu'on obtient en rcB>pUça»t / 
par dan* IVqualion risinnne 

i • 

m) (X+a)"ï=y‘+ny“*s + ...+«)* 

re*tc, l'rinplot que nous fai»orui ici de la fonniile Cai ' nV\!gc pn* que i'oD détermine Ica coefficient* de tonte» 
le* piii««anrr* dr s qui entrent dan* le *econd membre de cetic formule on de U formule (a). On peut mf me» 
a U rigueur, calculer *eulcnirnt le roefficient de c. Or, pour «*»*»ttrer que ce coefficient »c réduit, dana U 
frinnub rt), à il nuffil d'ohaerver que l*on a géncraicmrnt 

•t p.ir «I itc . fuppo«ant a, =a,s ... = = a , 

r 
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( *3 ) 

Or, dans la formule (sg) , la tomme dct deux premiers termes du second meo^re , t’éra- 
uouira , si l’on prend 


(50) 

Mais, si i’uu prend 

(51) 


n(/)+7VAi)"-* 


• désignant une quantité positive très-peu diiTércnte do zéro, ce second membre de- 
viendra une fonction entière de < qui ollrira pour premiers termes les deux expreasiont 
imaginaires 

'p + Q\T:. — «(P+Qi/n). 

Donc, si l’on divise cette fonctiou de i par P + Qi/~ , le quotient sera do la 
forme ; 

(3a) » — 

Ci . c, désignant des coefficients réels. ou imaginaires, et l’on trouvera, en 

supposant la variable : déterminée par l’cqualion (3 1 } , 


V • • 

Observons maintenant que, si H n’e^t pas nul, le second membre de l’équation (33) 
ollrira , pour do très-petites valeurs do «, un module inférieur è B. En effet, si l’on 
nomme 


*1 > *• » 


les luodulcs des expressions imagina 





• 9 f ••• <* 1 *— ■ f 

la somme des expressions 


*— •> ».•*. f,i*, ... r«_n* , 


ou le polynôme (34) aura pour modale [en vertu des théorèmes s, 5 et do leurs corol- 
laires] un nombre 0 inférieur b la somme des quantités 

I «, K.l*, 

en aorto qn’on trouvera 
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(34) ♦ < I — »(i — »,i — »,i> — ... — 

n'aiilcur* , pour de trèa-pelilcs valeur! de i , le poljnonio 


(35) 


1— *1* — *ll' — ... — * 


étant Irèft-pcu düTérent de Tuoité , on conclura de la formule (54) 

(30) 0<i, (37) iltCR. 


Duuc , loraque R ne sera pai nul , on pourra choisir- i de manière que le inodulo 
>R de rexprcMioD (33) devienne inférieur è R. Il suit évidemment de cette remor- 
que que le plus petit module de l'expression (ai) iw saurait différer de zéro. Donc, 

puisque ce plus petit module correspand à une valeur do r inférieure à (sf>)‘ . et 
que l’expression (ai) s’évanouit avec son module^ l’équation (ig) ou (3) admet une ou 

1 

plusieurs racines dont les modules sont renfermés entre les limites o, (ap) *. 

Les principes que nous venons d’exposer ne servent pas seulement à prouver que , 
dans le cas où n est impair , l’équation ^3) admet une ou plusieurs racines réelles ou 
imaginaires. Ils fournissent encore le moyen de déterminer numériquement au moins 
l'nne de ces racines. Eu effet , supposons que n étant égal à ani-)-r> on désigno 
par X, la valeur de x donnée par l’une des équations (i3), (i4)> (i7)i (i3). Après 

avoir calculé lus valeurs correspondantes des nombres , on trouvera 

sans peine une valeur de • propre è rendra positive la quantité (35), c’est ii-dirc, à 
vérifier la condition 

(38) + 4- 


Car il suffira , pour y parvenir, d’attribuer è < valeurs décroissantes, par exemple, 

I I 1 

I ^ ^ ^ ^ ' r 

10 lOO 1000 

jusqu'il ce que le |K>lynoma 

(.tg) 4" 


qui décroît conslaminont ut indéfiniment avec • , devienne inférieur à l’unité. Or, < 
étant choisi de manière à vérifier la condition (38) , il suffira d’ajouter à x, lu second 
membre de la formule (3i) , pour obtenir une nouvelle valeur de a; , à laquelle ré- 
ponde une valeur de R plus petite que le module de l’expression fe,* 4~ “ 4* 

Soit X, cette nouvelle valeur de x. L’opération par laquelle on a déduit x, de 
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( si ) ' 

w, . 6 lanl plusicur» foi» répéléc . fournira une suile do valeur» do x , nuxquollc» ctr- 
respondronl de» valeur* do plu» en plu» pelile» do la quanlilé po»ilivo « qui repri- 
scnle le module de l’cxprcsMon 

a" + « 4- Pt/"» • 

Cela posé , toit * 

*■ > • *< ’ ’ 

la Miite de» valeur» de x dont il e*l ici question. Tandisquo le» module» de» cxpreMÎon» 

(40 s.’+o^ + PiT,, x.«+« + P\A. + “ + f *4"+« + PV/'‘ . *‘'-- 

deviendront do plu» en plu» petit» . le» termes de la série ( 4 o) convergeront ver. une 
certaine limite qui sera nécessairement une valeur do x propre k vérifier l’équaiion (5). 

Il reste k ewmlucr le ça» où le degré n de l’équaiion (5) ne se réduit ni h un nombre 
impair, ni à une puissance de a. Soit, dan» celle hypothèse, a* la plu» haute puis- 
sance de a qui puisse diviser le degré n. Ce degré sera le produit do a« par un 
nombre impair an» 4 - l . et I équation (5) ou 

(4a) *.'c«.*') = «4-pv''. , ^ 

pourra être remplacée par 1 « système de» deux formule» _ ^ 

( 43 ) **'=r, *,--=.4-Pv^>- 

Or la seconde de» équation» (45). étant semblable b l’équation (3). mai» d’un degré 
impair, pourra toujours Cire vérifiée . d’après ce qu’on vicul de dire, par de* valeur» 
réelles ou imaginaire» de 7 ; et . pour chacune do ce» valeurs de 7 . l’équalior» 



a> =/, 


dont le degré »o réduit k une puissance du nombre a . fournira autant do valeur» de x 
que aon degré renferme d’unité». 

On peut donc affirmer que . dan» tou» le» ca» . une équation binôme admet de* racine» 

réelle» ou imaginaire*. .... 

Au fealo , on s’assurera fecikmenl que le module do chacune des racine» de 1 équation 

(5) se réduit toujours k f". Car. si l’on nomme r le module d’une do ce» racino» . 
on aura, en vertu do ce qui a été ci-dessu» [page 7 a], 

(44) 

IV*. AXüèi. 



§ 4- Sur ta risoluUon des équations de degré quelconque à coefficients réels. 

• • 

Si, dans une équation du degré n, on réduit & l'unité le coollicicDt du premier 
terme , elle se présentera sous la Ibrmo 


(>} 


Bx"-‘ + ... -f /x -f- iC = O. 


Si d’ailleurs les cneiilcients A , B / , K sont réels et donnés en nombres , on ' 

pourra , lorsque certaines conditions seront remplies , aflirmor que l’équation ( i ) admet 
des >acines réelles , et l’on établira sans peine les propositions suivantes. a . 

8.' TRÈokËUE. Si, en substituant l’une après Fautre, dans le premier membre de 
l'équation (t), deux valeurs réelles et finies de x, par exempte x — a, x = b, on 
obtient deux résultats de signes contraires, on pourra en conclure que Ccquation admet • 

au moins une racine réelle tomprise entre a et b, •* ' 

. * * ' 
Démonstration. En elTet concevons que l’On fasse varier x par ^grés insensibles 

depuis la limite x = a jusqu’à la limite x = b. Le premier membre do l'équatiqn 

(i) . OU le polynôme . . « 

(j) x» + ,éx"-'-f Bx"-» + ... + fx + lC • . 

variera lui -meme par degrés insensibles, en conservant une valeur finie, mais 'de ma- 
nière à changer de signe ; et il est clair qu’il s’évanouira au moment où il passera dit 

pésitif au négatif, ou du négatif au positif. , » 

s 

Corollaire i. Il est bon d’observer que le polynôme (a) peut être considéré comme le 
produit'des deux facteurs - , 


( 5 ). 




et 


( 4 ) 


1 4- ^ ^ 4. ^ 




dont If second diflère très-peu de l’unité, et par suite resté positif, quand on attribue b 
la variable x une très- grande valeur numérique. Cela poséf comme l’autre facteur 
X’ change de signe avec x dans le cas où le degré n est un nombre impair, il 
suffira évidemment, dans ce cas, d'attribuer à la variable x deux valeurs de la forme 


* = — a , x = a. 
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'J* ( *7 ) . . ' 

a d^igoaiu ud 6 quanlild poiitlTe très - coDsidérgblc , pour que les valeurs corrcspon- 
daules du polynôme (a) soient alicctécs de si^cs coBtraires. Donc alors l’équation ({,) 
admettra au moins uno racine rédie. ’ , * 

* , 

Corollaire i. Si, le degré n étant un nombre pair, on désigne toujours par a 

une quantité positive très-considérable, le polynôme (s) ou le produit des facteurs (3) et 
(4) sera évidemment positif pour x = —‘a. Si d'ailleurs la quantité K est négative, 
le polynôme (a) deviendra positif pour x — o. Donc alors ce polynomo changera de 
signe tandis que l’on fera varier x soit entre les limites x— — a, ® = o, soit 
entre les limites æ=vo, x = a. Donc par suite l’cquatlon (i) admettra au moins 
deux racines réelles , l’une positive, l’autre négative. 

* * c • 

Takot&iu. Suppotom que, dans le pofynome (t) , le dernier terme étant négatif, ‘ 
les termes positifs, s’il en existe, suiventjmmédiatement le premier terme. L’équation 
(i) admettra une racine réelle et positive, et n’en aura qu’une de eette espèce. ' • 

Démonstration. Soient ‘ • 


fi > 


P« > 


p.-i . 


les valeurs numériques des coellîcienU. 

^ ^ , 

• ' * 

£n Fortu de Thypolbèse admise, Téqualion (i) sera do la forme 

• • 

m étant w iiqmbre entier inférieur à n. D’ailleurs le polynôme * 

(6) »*4.p,ar*-* +p.*"~* ^ + p»a!"-~ — pa+.x;-"*-* — ... — p._.x — p, 

est le produit des deux factours 

( 7 ) te-". (8) x- + f,x-;i'+...+f + + 

* ** • ' . 

et il est clair que , si l’on' fait croître « par degrés insensibles , mais indéCniment , b 
partir de x = o , l’expression ' * 

(9) 1^ x" + p.»"— • +... + P, 

J 

croîtra en passant de la limite p_ k l*ioliDi positif, tandis ^pe l’expression 
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. { *8 ) 


(^o) 


P"-»' 


+ ••• + 






diicKIlrn on pos«tnl do i’inrmi pooitif à tèro. Donc alor» la dilTéceaco (8) orotlra aana 
ccste , en pestant de l’iaÜni positif à l’infioi négatif. Donc celte dlITërenoo t'éTanouira , 
mais imo fbit senlemont , pour une râleur potitire de æ , et l’on pourra en dire autant 
du polynôme ( 6 ) qui forme le premier membre de l’équation (S). 

- Corollaire. Lorsqu’on suppose m = o , l’équation (5) se réduit b 


.(>■) 


f — — P,*"— — ... — p._,31 — p„ = 0. 


Donc cette dernière admet une racine réelle positire , et n’en a qu’une do celle espèce. 

. > 

Lorsque les coeOicicnlt de l’équution (S) ou (ii) sont donnés en nombres, on peut 
aisément déterminer la racine positive de cette équation avec une approximation aussi 
grande qu’on le juge convenable, b l'aide de procédés semblables b ceux auxquels on a 
recours dans l'extraction des racines carrées et cubiques. Il est d’ailleurs facile de trouver 
„ une limite supérieure b la racine dont il s’agit. On y parviendra en particulier pour l'é- 
quation (ii)< en suivant l’une des méthodes que nous allons exposer. 

Soient p le |dus "grand des coefficients p^ , P’-vS,’ P» >* *’ rapine 

positive de l’équation (i i). Ou aura * '0 


(n) 

"et par suite 


+?«-■«■ -f-f. , 


>-"< . «•"<f 


v"- 1 


ou , ce qui revient au même , 


*• — '<P-^<P- . 


(i3) ■ _ >.<p4-s. . .. ■ • 

Donc la racine positive do l'équation (i i) sera inférieure au [dus grand des nombres 

• • * 

( •4) pi + > > P* + > I ••• P*-4 + ( » Pli -f" * • 

' ^ 

* as 

De l'équation ( I a) , prdtMItée sous la forme ' 
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( *9 ) 


<,5) ■ . = + + 

on conclut encore que les rapport» ^ 

(> 6 ) ‘ ^ 


f*. 


e— 


f- 


doivent être ou égaux entre eux cl h —, ou le» uo» «upéricurs, les autres inferieur» 


i — . Donc par suite le» rapports 
n 


(■7) 


np. 


«P— 




dolrcnt être ou égaux, ou le» un» supérieur», le» antre» inCirleur» & l’unité; et l’on 
pourra en dire autant de» expro»aions 

"P> / "P< \ _ ("P')* S /"P— ("?"-•)*" / np» \ («P»)* . 

[—] : ’ — T- 

Or il en résulte évidemment que la racine t. sera comprise entre lo plu» petit et le 
plu» grand des^^ombro» • 

!> 8 )’ 


# (upO t ••• (”Pn — •) 


("P-)' 


ObiervOD» maintenant que, si dans le premier membre do l’équation (i i), on attribue 
Via VAriablo x une valeur positive quelconque désignée par r, la valeur corres- 
pondante do ce premier membre sera • ■' 

(,g) » . r" — p,r»-'— p.r"-^— — p..,r — p„, * • 1 ' 

OU , ce qui revient au même, 

> ■ I 

(ao) r-lt-ÎL-h. 

' ' r r» r*-' r* / 


Or le produit (so) est cem^posé'dodeux facteurs qui , pour des vaieort oruitMote» de r., 
croissent l’un et l’autre, convergeul, lo premier vers le linûlo oo , le woond ver» 
Ja limite a. Donc oe produit, qui s’épnouil pour r=:». devieedia positif dé» que 
^ l’on aura par exemple, lorsqu’on supposera r=p-l-i, eu lorsqu’on prendra 

pour r le plut grand des nombreosli-S); de plus, le produit dont il t’agit ou le poljr- 
notne (19). deviendra infini pour des valeurs iofinics de r. 
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( 5o ). 


S S. •Sur la ritûlution de* équations'de degré queleonqiu à eaefficients imaginairei. 

CoDiLdéronj , comme dons le $ 4 • une équation du degré n , mais é coefficieoU 
imaginaires. En réduisant le coeiScipnt du premier terme i l’unité, on ramènera, encore 
cette équation è la forme • ' 


(■) 


4- flx*-» 4-... 4/«4£=;o. 


Seulement les constantes A , B I , K , et les ralenrs de ce propres è véHCer 
l'équation (i). pourront être imaginaires. D’aillears, si l'on désigne par 
une valeur imaginaire quelconque attribuée & la rariable x , et par 

* f » I ?»>••• P»— I A P" > ^ J • ■ 

les modules des expressions imaginaires 

A . B, ... /. K, P + 

le module du polynôme 

• . -»• ’ 
sera [en vertu des tbéorémes a et 3] égal ou inférreur è la somme 

(3) .p.r"— +p.r— + ...+p._,r4p., 

et par suite le module du polynôme 

'(4) • * +/*4-éC 

[voyez encore le théorème a] sera égal ou supérieur à la différence 

( 5 ) r* — p,r"-’ — p.r"-* — ... — p„_,i-— p, , 

lorsqu’elle sera positive, c’est.à.dire, lorsque le module r\ de æ" surpassera celui 
du polynôme (a). Or l’expression (5) acquerra une valeqr positive et différente de zéro 
[voyez le $ 4] • dès que le module r deviendra supérieorè la quantité positive * qui ’ 
vérifie l’équation • ■ ^ > 

(6) s'=p.t."— +p.t."-* + ...‘+p._,s4p. , 

par exemple , lorsqu’on prendra pour r lo plus grand des nombres 
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( ) 


(y) * ■ • 

ou le pliK grand terme de U tuile 

(8) * «p. , ••• ("P"-0* '» ("P")'- 

0 

Donc ilors le module du poljnomo (4) , élapt égal ou tupérieur h l'expression (6) , 
acquerra lui-méme une valeur dilTérente de zéro. Donc l’équation (■) ne peut être vériliée 
par aucuno valeur de x dont le module surpasse la quantité i . Ajoulnus que , si le 
module r, devenant tupérieur à v, croît au-deU de toute limite, on pourra en 
dire autant do l’exprestion (5) , et , à plus forte raison , du module du pol jnomo (4). 

Concevons maintenant que l'on désigne par P la valeur du polynôme (4) 

correspondante h a: = p -|- q , et par R le module do l'exptession imaginaire 
D’après ce qu’on vient do dire , le module ‘B croîtra indéfiniment avec 
r. Donc les plus petites valeurs de ce module correspondront , non à des valeurs infi-, 
nies, mais è des valeurs finies de r et de x. D’ailleurs, si l’on atlribue à la variable' 
X une valeur distincle de p 4* 9 représentée par 

' s 

» 

le polynôme (4) se transformera en une fonction entière de z (fu degré n , savoir 

(9) (/>+?\/i‘i+*)"+//Cp+?tAi+s)*”'+ff(p+qV/^>+*)''~’+—+/(p+fVAï+*) + A, • 
qui pourra être présentée sous la forme • 

* 

P, , P, P,_, , ; Çi . Qt , •••• Q»-i désignant encore des quantités réelles. Cela 

posé , admettons d’abord que l'expression imaginaire P, + Q, j/TT ne soit pas nulle. 
Alors, dans le polynôme ( 10 ^, la somme des deux premiers termes s’évanouira, si l’on 
prend ' 

. P+Q\T. 


(••) 

Mais , si l’on prend 
(li) 




'' ‘ p.+(?.v/“i ’■ 


4 


I désignant une quantité positive très-peu difliérenlc d« zérq, la même expression do- 
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( s* ) 

vicuilra UDC foaction culiùrc de f qui ofli-ira pour premier» terme» le» deux espretsions 
imaginaires 

P + Qi^-. -‘{P + Q\/-}. 

Donc, »i l’un dirisc ccKc fonction de > par P , hs quotient sorti de la 

forme ' » 

« 

, I — « + C.I* + r,i’ + ... 4-f.— ,«"> 

c, , £, £«_, désiguant des coefficients réels ou imoginaires, et l’on Irourcra, en 

supposant la rariable ; déterminée par la formule (it) , ^ 


(.5) 


j (p +î\/-'i +s)''+^ (p+?lA+»)"~‘ +B(p+V V/ô +/(p + y V'-1+*) + 4i 


I * =(P + (>l/ri){i — f+c,«*+e,i>+...+r,_,i"). 

P'autre part , si l’on iiomine 


les module» des expressions imaginaires 

‘ V 

» ••• I 

^ • 

on prouvera, en raisonnant comme ci-dessus [page 87], que le module 0 du polynôme 

(14) • — • — +r«_i*" 

est inférieur it la somme * o 

« I -f- X,l’ + x„_,«", 

et vérifie en conséquence la formule . , 

(15) 6<i— «(i— x,« — X.I* — x„_,i”-‘) , 

dès que l’on suppose • < 1. Enfin la formule (i5) donnera évidemment, pour de 
Irés-pctitcs valeurs do 1 , 


(iC) 


6 <«. 


(>7) 


»«<«. 


Par conséquent , lorsque li ne sera pal nui , on pourra clioisir 1 de manière que 
le module SR de l'expression (lo) demeure inférieur è //. Donc,, si rexpression 
imaginaire P, ne s'évanouit pas, la plus petite valeur de R ou le plus 

petit module du polynôme (4) ne pourra dilTércr do zéro. 
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' ( î3 ) 

Adniettoat k présent que P, + s’éranouisse , et supposons que , parmi les 

vxpressions imaginaires 

P. + <?./“. P. + <?.✓“. + P- + Q.V~=^. 

» 

lii première de celles qui ne sont pas oullcs corresponde à i indice m, AJors, dans le 
polynôme (lu) réduit à la forme 


la somme dos deux premiers termes s'évanouira, si I on prend 

(•9) > * = <i* 

ç désignent une valeur de t propre è vériGer l’équalion binôme 


* iT P-+(?-V^‘ ■ . 

^ *=iî. 


■■ 'I' 


H’ . 


(*o) 

Mais , si l’on prend 

(aO 

I étant une quantité positive différente de zéro, le polynôme (i8) deviendra une fonc- 
tion entière de •« , qui ofliira ponr premiers termea les doux expressions imaginaires 

» ■ ; ■ .• îtv .r . 

K • 

Donc, si l’on divise cette fonction de*s par P4"(?V^ * le quotient sera de la 

forme , 1 ; ’' * 

(a*) 


I — «•" -J-e.c"+* + -i- ... -i-r»— 


». . c. .... désignant des coefficients réels ou imagioeires, et l’on trouvera, en 

supposant la variable * déterminée par l’équation (ai) , 

(p+7V/-“. + sJ"+^(p + ?V'n+*)— +B(P<91/3+0’’"* + - + ^(/’+’V/3+») + A ' 

• =(P+<)j/r,)(i_i"+r,i--^*+t.i”+*+. 

« 

D'autre part, si l’on nomme 


les modules des expressions imaginaires 
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( 54 ) 


« 


e. , t,, ... f,_. , 

on s’asjiircra, en rniaonnant comme & la page 87, que le module ( du pol^aouic 
(* 4 ) • • — + 

J 

»érifie la rurmiilc 

(ai) . ><^i — t’"(i — ü.i — x,t’ — ... — 

lorsqu'on suppose « < 1 , rt dni.ml par suile inférieur li t’imiié, loreque c di(f«u-e 
1res peu de réro. Donc , si H n'esl pas nul, le module oR de l'expression (a 5 ) seru, 
pon^de trÈs-petilcs Videurs de », inférieur b R. Pur conséqiienl , dans l’iiypolhèse 
admise, b plus pelilo valeur de R ou ic plus petit module du polynôme (4) sc réduira 
encore à zéro. 

Il est donc prouvé que, dans tous ks cas, Ica valeurs finies de r et de x, pour 
lesquelles le module R devient le plus petit possible, fout ér.anouir ce module et par 
suita le polynôme ( 4 ). Donc il existe niic ou plusieurs valeurs finies de x propres & 
vérifier l'équation (1). En d’>aiilres termes, cette équation admet nécessairenieut une ou 
plusieurs racines soit réelles, soit imnginairca. 

La asétliuiia par laquelle «a rient d'établir l’existMoe dea racines réettea osi ûnapi- 
naircs des équations de degré quelconque, peut encore servir au calcul numérique de 
ces racines. En elTut, nomiuuus x, , x, les deux valeur» do a> cl-dcssus désignées 
par et p + yj/T + î. Pour que le module du polynôme ( 4 ) diminue 

tandis que In variable x passera de la v.alcur x = x, b la valeur x = x^, il suf- 
fira de choisir le nombre 1 , de ninnièrn que le second membre de la formule (i 5 ) ou. 
(aà) devienne inférieur b i'urnté. et par coiisiiqiieut d« tuanibee que l'oa ait 


(’C) 

x,»-k«,s* - 4 - .. 


ou 



(»7) 


•• •+“ X, — t . 


Or la condition (iC) sera remplie , si l'on prend pour • un nombre inférieur b la ra- 
cinn positive unique de l'équation 

(18) ï,C + «.«*-+- 

D'ailleurs cette équation , pouvant s’écrire comme d auit 
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( *5 ) 

'■’> . jT)- = -(T)-+-(T)-+-+-- 

fourniri uoo valeur |H>titiTo do ~ inférieure au plut grand dei mtiiiLrrt 

*• + ' > + 1 1 

ainci qii'k la plut grande dei quanliléa 

« . » 

[voyet le 3 4 }• cl par contéqueiit une valeur po»ili\e de i inférieure au plut pciil de» 
rapporit 


(H 


»*+l 


I 


1 


ainti qii'b In plus pelile dci quaulilét 


(50 


(n-l)». 


l ("-0'* ) ’ "I («-O»--- 1 


Donc le plut petit terme do la suite (3o) ou (3i], étant pris pour i , vérifiera la eon- 
diliun (oû). Du mémo on vérifiera la coiidilioii (iÿ), en preii-.nl puur < uu uiuiil>^ 
inférieur ii la raolue potilive unique de t’équalira binôme 

(3a) 4-.,. + 1 , 

ou le plus petit tenue de Tune quelconque des deux suites 


(35) 


(54) 


». + 1 


tii - 1 


«B - ,« + I 


(fl • 


j ■ U < ' 

^ (n-m)», ) (N-w)a„_„ | 


Aiusi , dans tous 1rs cas . après avoir choisi utbitraireuienl la vniciir de x ci-dessus 
représentée par x, ou p + VV^' «n pourra de celle preiuicrc valeur eu déduire 
une seconde x, qui feuralate un lociodre module do polynôme (4). Cela posé , si l'on 
répète plusieurs fois de suite l'équation par laquelle un déduit x, de x, , on obtiendra 
évidcuraienl une série de voleurs (infet de x auxquels coriespottdront de» iiiodiili t da 
plut eu plut petit» du même polynôme, et si l’en désigne des vab*ur» pm- 
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( 3C ) 

(S5) X. , X, , xi . 3 :^, ... , 

la limilc Tcra laquelle ellea cooTergeront , Undii que le polynôme (4) a’approchera indé- 
finiment de zéro, lera certainement une racine de l'équation (i). 

Soit maintenant a une racine réelle ou imaginaire de l’équation (i). On aura iden- 
tiquement 

(36) a" a*”* -^ ... -4“ JC = O , 

ou, ce qui rerient au même, ^ 

JC = — a' — ,Ja"-’ — Ba"-> — ... — Ja , 

et par auite 

i x’' + Jx’—' + Bx’— + .,. + lx + K 

— x" — a’ J — a"~* ) ■+• — a"~’) + ••• "4* ^ — a)- 

Comme on a d’ailleurs , en désignant par m un nombre entier quelconque . 

(38) a)" — a'" = (» — a)(a"-' -J- ax’"~’ -4-...-4-a"-**-)-a"-') , 

la formule (ây) donnera évidemment 

r 

J J" -|- .Jx"”’ -|-flx"“ ’ -f- Jx -J- JC = 

(5,q)1 

( (x — a)[x"— ’ + (a+.J) x"“’+(a *+.Ja+B)x"~ ’+...+ (a" -’+yJa"-* +l?a + /)]. 

Uonc le polynôme (4) , qui est du degré n par rapport b x , peut toujours être 
décomposé en deux facteurs, dont l’un soit linéaire et de la forme 

(4») X— O, . 

l’autre étant un nouveau polynôme du degré n — i et de la forme 

De plus, en désignant par b une racihe réelle ou imaginaire de l’équation 

(4») *"-’-H‘'+-^)»"-’-|-(a*-4-.Ja-(-B)x— >4-..4-(a«-4-,Jx— -fBaa->4-..+/)=o, 

on prouvera encore que le polynôme (4i) peut 6tre décomposé on deux facteurs dont- 
l’un soit X — b, l’autre étant un polynôme du degré n — a et de la forme 
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- • ( 3? ) 

(,}3) *— + (* + a + .<)j!"-> + [*’+«* + ‘>’ + -<(*4-«)4-Bl*"-* + elo.,. 

Donc le polynôme (4) tcra le prodoil de* fiiclour* linéaire* x — a.x—b. par un 
polynôme du degré n — » . En continuant de la même manière , on prouvera difini- 
livemenl que le polynôme (4) eit le produit de n facteur» linéaire* et de la forme 


(44) 


X — a , 


« — 6 , 


9 — 1 ' 


par un polynomo du degré *éro , c’est-à-dire , pur une constante ; et, comme celle cons- 
tante devra se réduire au coofKcieat do œ" dans le polynomo (4)* p*r conséquent à 
l’unité, on trouvera 

(45> X" + Àx — ' + B*"-’ + ..• + /x + K = (æ — «)(« — *)...(* — i)(x — *}■ 
Donc l’équation (i) pourra toujour* être préicntéo tou* la ferme 
(46) (« — a)(aî — É)...(® — «)(x — A) = o, 

s, k déaignant n con*tante* réelle* ou imaginaire*. Mai* on a démontré 

(Toyei le 4.* théorème] que le produit de pluiieur* factenr» imaginaires ne peut s’éva- 
nouir qu’autant que l’un do ce» facteurs »e réduit b réro. Donc toute valeur réelle ou 
imaginaire de x , propre è vérifier l’équation ( 46 ) , coïncidera nécessairement aver 
l’une de» valeurs de x déterminée» par les formules 


(47) 


X — b — O, X — t=o. 


x — k — o , 


c’est b-dire , avec l’une de» constante» a. b i. k; et , comme chacune de ce* 

constante* e*l évidemment racine de l’équation (46). on pourra énoncer la proposé, on 

suivante. 

10 • TnioaêMB. QttcUe, que toUnt U* valeur, rUlle* ou le, vaUur, imaginaires ,U, 
eoeffteUnl, C équation {^) a toujour, « racine, rUlle, ou , ma- 

ginaire,, et n'en tarait avoir un plu, grand nombre. 

De plus on déduira immédiatement de la formule (45) cet autre théorème. 
.u'lutoekue. .SiCondéeignepar a , b , c . ... i , k le, « racine, de Cr., ac- 
tion (iJ; fe premUr membre de eette équation on U polynôme (4) ,era le produit de, 

facteur, linéairu 

( 4 g) ® — a, x — b,...x — », x — k. 

Observon. encore que, si l’on développe le second membre do l’équation (45). elle 
deviendra 


J 
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( 58 ) 

(49/ + + (••+•4+.. . + >-h 

ri que l’on tirera du la funiiuie ( 49 ) , en arant é^anJ air ihéQrteu- 7 , 

* « 

a -f- * + r-4* ••• + i"4* t =* — Ât 

ab üc -4~ *4“ ^ •• • ^ ”4* • ** *“ ^ • 

etc 

ttbc.,,i -f- abc... ( + 4c...ii = ip / , 

abc... ik=^dL K." 

Ur cra dcrnirrcs éqiialioiis comprennent dvldcninicnl un tbécrCiiie que l’on peut dniuirer 
comuic il suit. 

I a.’ Tii^oaÊHK. f.ortifue . dixnt anc ci/UtUloH du dcf^i 11 , U coeffteient du premier 
terme at réduit rt l'unité, le» roeHicienls du etrond, du troiticme, du quatrirnie 
du dernier terme, étant pria allernativemetil avec le aij^na — et aire lesipne , 
aont reapeclivemetit égaux it la tomme dtt racinre , ou auti lonimca det produift e}u>m 

olttieau en tnuUipliaiU res racines deux à deux, trois à trois, etc ou enfin au 

produit de toutes les raehtea. 

Lorsque deux ou pliiaiours des censlantcs a , 6 , e . ... sont ttgalo entre cilea, les 
Cacieurs linéaire» currcspond.'inls dcvicmicnt égaux, et l’on dit que l’équullun ( 1 ) a dus 
lacines ég.iles. 

Lorsque, dans le polçnonie 4> lut coenkiriita A , B J , K sont i-éels, alors, 

en siibslituenl anccc.isivemrtil dons ce pnlyuouic deux valeurs de m iuinginaires , mais 
conjuguées l’uue à Taulre, par cxeuipic , 

(5i) x = p + ^y/Tf , m=p — q\/-, 

cm obtient évideminent pour résultat» deux nouvelles rxprossiuu» imaginaires, qui tout 
meure coujuguérs l’uiie à l’autre ou Je la furme 

(5 a) P + <?V/T, P-QV'^. 

P , Q étant des quantité» rériirs. D’ailleurs , |»onr que clucnue des uxpres»ious ( 0 s) 
s'éiauoulase , il sera nécessaire et il suAira que l'un ait 

(.i3) P = O , (J V . I 
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I >«00 CM <)^x oxprcxiiont ne poiwfoot t'évanouir l'usa tasi l'aulre, el ti l'éciuation (i) 
«flrc, dant l'Iiyp'Alièse ailniiic. gna racine iaaagiiuire de U for»e p 4*9 V~ > 

(dTrira une tecoade conjuguée & U première QU de la fortse p — Da<^ le m£nr 

oet.ceua dtsa faclrurt lUiéoirci x — a , octt-A, olc... , qui corretpbsdroat à deui 
racUea imaginaire* ccajiiguéei , uront «ux-méaut eenju^^tét entre eux ou de la iorau; 

(Ô4) X — p — 7VC, ac — p + q\/~, 

.et ijoonerout pour pruiluil un facteur réel du aecoad degré, taroir, 

( 55 ) (x — pY + q'. 


Ces rrmnrqui's fuurnitseiil les propositions tuifaulet. 

i5.’ ïiliioaKXE. Si, dans Céquation (i) , les coefficients A , B , I , K sont touf 
réels, cette équation nadmettsrn qu'un nombrepair de racines imaginaires qui , prises 
deux à deux, seront conjuguées l’une <i l’aulre.' 

14 .* TuécBKXE. Si, dans le polynôme (4) , les coefficients A , B , .... J , K ^ sont 
tous réels, ce polynôme sera décomposable en facteurs réels du premier ou du second 
degré. 

Les deux théorèmes qui précédent s'étendent éridemment à l'équation (yfi) du para- 
graphe I ,et ou polynôme qui forme Je premier mombre dacatleéqualion, c’ett-k-dire,i tous 
les polynômes dont les cocITicienls sont réels , et aux équations qu’on obtient m'égalant 
cea pidy-nomca b xéro. 


g 6. Sur la détermination des fonctions symétrûfssss des r.iomss d'une équation 
m donnée. 

(r) *" 4* a4x"~' 4- "l" 4* K = O , 

dans laquelle A , B I , K désignent des constantes léelles nu imagiuairri. Si 

l’on nomme a , b , c , .... h, i, à les racines de cette équation, l’on aura , coinui* 
on l’a prouvé dans le § 5 , 

I “4-*-4'<^-i---4*'4'* = — r 

4~ *^4~ ■" 4~ 4* 4* -j- ... 4~ éi 4- éâ 4~ 4* —''B ^ 

(») etc 

ehe ...1 4* abc... k .4 ••• 4“ be... ik ex l ^ 

^ = iif . ■ ^ ' 
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Soit iiiainlcnaiit L' une fonction entière ile-chocune ilei racinei a , b , e i , k , 

qui , comme le» premier» membre» de» équation» (») , no change pa» de valeur, quand 
on échange entre elle» ce» même» racine». U sera ce qu’on appelle une fonction iy- 
niélrique des racines de l’équation (i), et l’on pourra, san» résoudre cette équation , 
déduire la valeur de (J de» valeurs supposée» connues des coelTicient» ji , B, C,... 
I , K. On y parviendra en efiet très-aisément à l’aide de la proposition suivante. 

lâ.' TiiéoïKMB. Soient a, b, e...... U* racine» tupposéet inégala de Ciquation 

(i). Concevont de piui que V repritent» une fonction symétrique de ce» racine», et 
que, par un moyen quelconque , on ait transformé U en une fonction entière de a, 
du degré in , savoir, 

(5) .Ça" -4- ... -f-fSa-f- G= f 

, .OTL , S , étant de nouveaux coefficient» dont (ça valeur» se déduisent de celles 
des coefficients A , B , ... l , K. Si V équation (3) subsiste tandis qu'on y remplace 
la racine a par Cane quelconque des racine» b , c . d , ... , le polynôme 

(.'O G. 

divisé par la fonction , 

(5) £a"— 4-... -I- /a-l-A, 

fournira un reste indépendant de a , et ce reste sera précisément la valeur de ü. 

Démonstration. En effet , dan» l’hypothèse admise, chacune de» racine» a, b, c, d,.. 
de l’équation (■) vérifiera encore la formule 

(6) = ^ 

D’ailteur», si l'on désigne par 

(7). 4- îÆ-f. V 

le reste de la division du premier membre de la formule (7) par le premier membre de 
l’équation (a) , la formule (G) se réduira simplement è la suivante 

(«) i*"- '4-p»"— 4-—4-t*4-v=C/. 

Or cette dernière ne pourra être qu’une équation identique , en aorte qu’on aura néces- 
.sairenient 

(9) > =r o , p = o, ... {=ro. 
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( 4i ) ■ 

et . * • • . ■ Il ■ ■ I . 

.(lo) • ' r=U. 

Car, l'il en était autremeut, la formulo (8) aérait uou équation d'uu degré inférieur & 
n, et pourtant elle admettrait n racines a, 6, a, d , ce qui’serait contraire 
au tbéoréuie lo. Donc, en divisant le premier membre de l’équation (G) par le premier 
membre de l'équation (i), et par conséquent le polynôme (4) P<’>' te polynôme (S), on 
obtiendra un reste r indépendant du x ou do u, et ce reste, en vertu de la for- 
mule (lo) , sera précisément la valeur du U. ' 

Pour montrer le parti qu’on pont tirer du théorème i5, concevons d’abord que l’é- 
quation (i) soit du second degré, et se réduise b , 

> * 

(il) x' + Ax-^B — o, 

« 

Les deux racines a et b de cétl^équntioa vérifieront la formule 

(n) 

et , si l’on désigne par V une fonction symétrique de ces racines , il suflira de subs- 
tituer h la racine b sa valeur tirée du la formule (la), lavoir, 

(i5) 6 = — a — A, 

pour changer U en une fonction entière do la seule racine a , Soit 

(3) ^a™ + Dit 1- ,<50 -J- G = t/ 

la fonction entière dont il s’agit. L’équation (5) continuera évidemment de subsister , 
ainsi que la formule (la), tandis que l’on échangera entre elles les racines a et é. 
Donc, si ces racines sont inégales, le polynôme (4) , divisé par le trinôme 

(>4) ' «*+P<» + 7. 

fournira [en vertu du théorème i5] un reste indépendant de a , et ce reste sera pré- 
cisément la valeur de V . 

• * 

Il est bon d’observer qu’en substituant dans V la valeur du b tirée de la formule 
(■:) , on obtient pour résultat le reste auquel on parviendrait en divisant U considéré 
comme fonction de b par le trinôme 

('5) b-\-a+p. 

6 


a 


\ 
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Donc , pour calculer la valeur d'une fonction lymdtrique V det racinet <i , 6 de 
l'équation (ii)i suppoiéea inégales, il suffit de diviser >.* V considéré comme fonc- 
tion do b par le trinôme (i5), a.* le reste de la division considéré comme fonction de 
a par lé trinottie (tlî). Le nouveau reste, ainsi déterminé, sera précisément la valeur 
chéteftéb de' f/. . . • 

Concevons maintenant que l'équation (i), étant du troisième degré, se réduise i 
(ite) x’ Ax' -i~ Bx -i- C = O ; 

et soient a , b , c les trois racines de cette équation supposées inégales entre elles. 
On aura identiquement , 

(17) Aa' -i- Ba-\- C = o , 

nu , ce qui revient au même , • 

C =z — a^ — Aa' -^Ba , 

et par suite ’ 

x’ Ax' Bx -4- C = *’ — a’ -4- A[x' — a‘) -4- B{x — n) 

= (x — a)[œ’ -4- (a-4-/f)®-4- (o* -4- yf« -4-il)]. 

Donc l'équation (iG) pourra être présentée sous la forme 

(18) (x — a)[x’ -4- (a -t-A)x-i- (a* -i-Aa-j- B)] = o , 

et celle qu’on obtiendra en la divisant -par savoir, 

(ig) X’ -4- (a A)x -4- (a* -f- Aa B'j = 0 , 

aura pour racines b et c. Cela posé, soit f/ une fonction symétrique des racines 
a , b , c de l'équation (iC). Puisque l’équation (ig) est du second degré seulement, 
on déterminera sans peine la valeur de [/ considéré comme fonction symétrique des 
racines 6 et c, par la méthode que nous avons appliquée i la détermination des fonc- 
tions symétriques des racines de réqoatfon (ii). On y parviendra en effet , en divisant 
f/ considéré comme fonction de o par lu polynôme 

^ • 

(ao) ■ c -4- i -4- n -4- /< , 

puis le reste considéré comme fonction de b par le polynomo 

(îi) b‘ + (a + A)b + a’ + Aa + B. 


m 
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Le relie de la nouvelle diviiion sera une fonction entière de a , qui, divisée eile-métne 
par le polfnoroe 

(a*) ’ a* + Aa' Sft -i- C , 

fournira un troiiiènse reste indépendant de <t; et ce troisième reste sera la valeur 
cherchée do U. • 

Il est important d’observer que, pour obtenir les poljnomes (as) , (ai) , (ao) , il suffit 
I.* do poser ‘ a: = a _dans le premier membre de l’équation proposée, c’est-à dire, 
dans la fonction ' 

(aâ) X* Ax' Bx C , 

a.* de retrancher le résultat ou le poljrnome (aa) de la fonction (a5), de diviser le reste 
par X — a , et de remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir, 

(a4) (rt -4" id)x -f* n* *4" 5 , 

la variablo x par la lettre 6 , 3,* <|e retrancher (e nouveau résultat ou le polynôme 
(ai) de la fonction (a4) , de diviser le reste par x — 6 , et do remplacer, dans le 
quotient ainsi formé, savoir, 

(a5) X -f* é 4“ <s 4“ A , 

la variablo x par la lettre e, 

,ConcQvons enqore que l’équation (i), étant du quatrième degré, œ réduise à 
(a6) X* -i- Ax^ Bx‘ + Cx + D = O , 

et soient a , b , c , d les quatre racines de celte équation, supposées inégales entre 
, ailes. On aura identiquameut 


(ay) a* Aa* Ba' + Ca' -{• D = O , 

ou , :ce qui revient, au même , 


et par suite 


D — — a* — Aa* — Ba‘ — Ca , 



x\ 4" Ax* 4".®®’ 4* C® 4- O — a* 4 * .^(®* r”.®’) 4". ^(* “.®) 

= (x — u)[x* 4- (® + .^)®’ + («»* 4*.^® + -B)*4“ (a* 4-.^®’ + 03* 


Donc l’équation (a6) pourra être présentée sous la forme 
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(s8) {x — {n /1)x' i(a' B)x {a* Aa' Ba + C)] = o , 

et celle qu’on obtiendra, en la divisant par x — a , savoir, 

(aq) x’ + (a + À’)'x' (a* + jla + B)x + (a’ + Àit’ Ba C) ~ o , 

• s. • ' 

aura pour racines b , c ol d- Cela posé, soit V une fonction symétrique des ra- 
cines a , b , c , d de l'équation (aC). Puisque l’équation (ag) est du troisième degré 
seulement, on déterminera sans peine les valeurs de V considéré comme fonction sy- 
métrique dos racines b , e , d. par la méthode que nous avons appliquée è la déter- 
mination des fonctions symétriques des racines de l’équation (i6). On y parviendra en 
eflet en divisant U considéré comme fonction de d par le polynôme 

(3o) ’’ ' d-\~c-\-b-{-a-\-/i, 

puis le reste considéré comme fonction de e par le polynôme 

(oi) c* -4” (4 -f- rt -f- é * O* o) 5 , 

puis le nouveau reste considéré comme fonction de b par le polynôme 

(3a) + (^a + ^)b> + {a‘ + /1a + B)b + (a' + yda’ + Ba + C). 

Le troisième reste que l’on trouvera en opérant mmme on vient de le dire sera une fonc- 
tion entière de n, qui , divisée elle-même par le polynôme 

• 1 ' -I 

(53) a* + y1a^ + Ba' + Ca + D , 

..... 

fournira iin quatrième reste indépendant de n ; et ce quatrième reste sera la valeur 
cherchée de ü . 

Il est important d'observer que , pour obtenir les polynômes (33) , (3a) , (3i) , (3o) , 
il suffit ],* de poser x = o dans le premier membre de l'équation proposée, c’est-è- 

dire, dans la fonction 

(34) Ax^ Bx' Cx-\- Ü , 

a.* de retrancher le résultat ou le polynôme (53) do la fohetion (54) , do diviser le reste 
par X — n , .et do remplacer dans le quotient ainsi formé, savoir, 

(55) x^ + {a A)x' (a' Aa + B)x + {a^ Aa' -{- Ba + C) , 
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■ ■ ( 45 ) 

la variable x par la lellre e, 5.° de reirancherle nouvcaa r£<uUat ou le polynomr 
(3i) de la l'onction (35), de diviter le rcate par æ — 6 , et de remplacer dans le 
quotient ainsi formé, savoir, 

(oG) ^ X* (5 fl ji'jx b* <ib fl* j4 (fl 6) S 


la variable x par la lettre c , 4-* de retrancher le dernier résultat ou le polynoinc 

(3i) do la fonction (36) , de diviser le reste par x — n , et de remplacer dans le quo- 
tient ainsi formé, savoir, * 

(Sy) x + c + b + a-{-A, 

la variable x par la lettre d. 


En continuant de la même manière , on parviendra généralement è déterminer les 
fonctions symétriques des racines d’uno équation de degré quelconque , et l’on établira 
sans peine è ce sujet le théorème que nous allons énoncer. 

iG.* THèoRÈMi. Soient a, b, c, d, ... h, i,k la racina de Cé^uation. (i) , 
(38) P x" Ax’'~' Bx’~' Ix -\-K 


' le premier membre à cette équation , et V une fonetiok iQrmitrique da racina n, 
b , c , ... h , i , k. Soient de plue 

(Î9) 'ÿ'o. €.... g. ii. ^ . 


la polynoma dont laquelt te transforment i .* la fonction 
a.* la fonction 


(4o) 


Q = 


x-a 


P 


quand on pose x = a , 


quand on pote x = b , 3.* (fl fonction 


(4>) 


R-. 


Q-t!b 

a-b 


ffuand ùn pose x = 1^,* la fonction 


(4a) 


S = 


R-e 


quand on pote x = d, elc..l. Pour déterminer la valeur de la fonçlion ^métrique 
ü , il tuffira de diviser i .* U considéré comme fonction de k par te polynomr 
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(45)- . cX = 4 + * + 4 + é.. 

2 .’ U reiU considéré comme fonction de i par te polynôme 




(44) éJ — <* + (A + ».. +^ + *)< + A*+,., + A * + <**+••• + AA + Aa + ,,, + Atf+^(i + A + **. + i + tf)+B » 

ô.‘ U nouveau reste considéré comme foneliûn de h par le polynôme is A’ fif- 

etc Les différents restes ainsi obtenus seront ittdêpendants, le premier de la racine 

k , le second de ta racine i , le troisième de la racine h , etc. , et le dernier de 
tous sera précisément la valeur cherchée de V . 


D’aprèt ce qui a été dit ci-dessus, il semble, au premier abord, qu'on devrait res- 
treindre le théorème i6 au cas où les racines do l'équation (t) sont inégales entre elles. 
Mais on doit observer qu’on dernière analyse la valeur do U , déduite de ce théorème , 
sera une fonction des coefficients A , B , I , K ; et mémo une fonction entière, 
puitqno, dans chacun des pdynomes X , ^ ^ < etc... . le premier terme a pour 

coefficient l'unité. Désignons par tD celte fonction entière. La formula 


subsistera lorsque les racines a , b , c , .... h , i , k seront inégales , quelque petites 
que soient d’ailleurs les différences de ces racines. D’autre part on pourra faire varier 
les coefficients A , B .... l , -K , par degrés insensibles, et do telle manière que deux 
ou plusieurs de ces différences s’approchent indéfiniment de la limite zéro; et, comme 
la formule 0=XD conlinnera de subsister dans celle hypothèse, il est clair qu'elle sera 
encore vraie au moment oii les différences dont il s'agit s’évanouiront, c’est-è-dire , au 
moment ob des racines do l'équation (i) deviendront égales entre elles. Donc le théo- 
rème iC s’étend au cas mémo oü cette équation offre des racines égales. 


Il est bon d’observer encore' que les polynômes 3t. S >'3 ® 

précisément ce que deviennent les premiers membres des équations (a) présentées sous 
les formes 

A a b c ... s k = O , 
i B — ab — ac... — ai — ak — bc... — bi — bk... — ik = o , 


(45) 


etc ^ 


/ it (oéc... i -|- abc... A -4- ... bc... il) = o , 

’K ^ abc... lA = o , 


w 
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qu«nd OD sitbslituÿ dans U aacooda U valeur de k tirde de la première , dan* U Iroi- 
lième te* valeur* de üt et de t tirées des doux première*, dans la quatrième Ita valeur» 
de k, i, h tirée* de* trois premières . etc.... Ainsi, en particulier , si l'on suppose 
x — l^, les équations (45) deviendront 

I ji <1 6 c -f- d ~ O , 

B — {ak (U ad be -i- bd cd) =■ O , 

' 

C abc abd acd bed — o , 

C — abcd = O ; 

et l'on tirera de ces équations, on opérant comme on vient de le dire 
A O b “i* c d o . 

B /I {a + b c) a' b' c’ ab ac -k- bc =: O , 

C B (a é) -q* >d(fl* ab -4“ é*) -q- a* a* b ^ ab* -(*• b ^ = o , 

Z) + Co + Ba' + yda* + a* = o . 

Or les premiers membres des formules (47} se réduisent évidemment aux polynôme* (3o), 
(3i), (3a) et (33). Ajoutons qu'au lieu de diviser successivement la fonction symétrique 
V par les polynômes 

.K » il » ^ ^ » iJb Ï ôb * 

on peut élitniaer l’une après l’autre les lettres h , -i , h , c , b , a de cette même 
fonction è l'aide des formules 

V ■ 

(48) ,‘)C = 0, 3 = 0, ^ = 0,... G = 0. Ilî) = 0. eb=0, 

ou, ce qui revient au même, à l’aide des formules (45). 

l’our montrer une application des principes que nous venons d'établir , prenons 

(49) V — b' c -{• bc' c' a ca' a' b -{• ab' , 

a , b , c étant les trois racines de i'équalion .(16) que novs réduirons b 

(5o) + Bx 4- <7 = o , 
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CD suppoMDl pour abréger Az=o. Alors, pour détermiuer la râleur de la foncliou 
symétrique O , U faudra diviser succossiremont le second membre de l’équation (4q) 
par les polynômes (ao), (ai), (aa) , ou plutôt par les suivants 

(5i) *0 + 6 + 0, 6’+o6+«*+Æ, o’ + Æo + É', 

considérés le premier comme fonction de c , le second comme fonction de 6 , le 
troisième comme fonction de o. En d’autres termes, il faudra poser, dans l’équation 
(49 ).i.- 

(5a) c = — 6 — o, 

î.' 

(55) 6* + o6 = — O* — B, 

5.* 

(54) o> + £o = — C. 

Or , en opérant de celte manière , on trouvera 

(55) t/ = 3o6(o + 6)=— 3o(o*+5) = 5C. 

On aura donc 

(56) 6’o + 5c’ + c’a + CO’ + o’6 + «6* = 5C , 
ce qui est exact. 

Prenons encore 

(5y) f/ = (o + é)(o + c)(o + d)(6 + c)(6+d)(e + c<). • 

a , 6 , c , d étant les quatre racines de l’équation (a6) que nous réduirons k 
(58) o!< + Bx' + Cx + D=o. 

un supposant, pour abréger A = o. Alors, pour déterminer la valeur de la fonction 
symétrique U , il faudra diviser successivement le second membre de l’équation (5;) 
par les polynômes (3o), (3i), (5a), (35), ou plutôt par les suivants 

(5{)) rf+c+6+o, <’ + (A+a)c+i’+a6+a’+B , 6’+a4’+a’A+a’+B(a+6)+C, a<+Bu’+Ca+0, 

considérés le premier comme fonction de d , le second comme fonction du c , le 
troisième comme fonction de t, le quatrième comme fonction de a. En d'autres 
termcs.il faudra éliminer successivement de l'équation (5;) les quatre lettres d, c, 
b , a , è l’aide des formules 
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t f/ c 6 <1 0 t 

c' + 4’+rt’ + 4c-f-ca + «4 + jS = t) , 

(6 + a)(6* + a*4-^)+C = o. 

< 1 * 4 - Ba' -fi- C’a -\- D = O. 

Or, en opérant ainsi, on trouvera 

(6.) . l/=-[(. + 6)(« + r)(i + r)]* = -[(. + i)(«* + A> + B)]* = -C-. 

On aura donc 

(!.») (a + é)(a + e)(a + d)(6 + c)(6 + d)(c + d)=-6’>; 

t 

ce qui est exact. Mous remarquerons que , dans cet exemple , l'opération se termine apriis 
la troisième division , en sorte qu’on est dispensé do recourir à la dernière des formules 
(6o). Des simplifications du même genre se présentent dans un grand nombre de ces , et 
il peut même arriver que l’opération so termine après la première ou la seconde division. 
Ainsi, en particulier, si l’on suppose 

(65) Z/ =a* + t- 4.c* + ... + A* + s* + *>, 

a, 6, c A, s, A étant les racines de l’équation (>) , >1 sufllr» de diéiser succes- 

sivement V par les polynômes (43) et (44) • ou> ^^i revient au même, d’éliminer . 
les deux lettres k et de la fonction U è l’aide des doux formules 

(64) ■ ^ ^ <)C — ® • f) = *• > 

pour obtenir la valeur de cette fonction. On trouvera en effet 

-t-A' + s’-)- (A -f- a 6 c A 1")* 

— A'-\-»{3 — B) = A' — iB, 

. ■; 

et par conséquent ' 

(65) a’ + i*4-f’ + ...4-A’4-‘’ + *’ = ^’ — 
ce qui est exact. 

Le produit des carrés des différences entre les racines de l’équation (i) , combinées deux 
A deux de toutes les manières possibles , est évijjemmetit une fonction symétrique de ces 

7 
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raciiiRi. Or il est fucilo de déterminer U valeur de calte fonction par le» méthode» ci- 
dessus développée». Eu cITet supposons d'abord n = a , et 


(66) 




a , b étant les deux racines de l’équalioi) (ii). Alors, pour déterminer ü , il suf- 
fira d'éliminer successivement de la formule (66) tes deux lettres a ei b h l'aide des 
deux équations 

(67) 6 3 -|- /f = O , a' yta B =0 . 

Or on trouvera ainsi 

( 68 ) V = {»a + /iy = ^' + ^{a' + Aa)—A‘ — /,B. • 

On aura donc 1 

(69) {a — b)' = A' — ltB; 
ce qui est exact. 

Supposons en second lieu n = 3 , et 

(70) = (o — t)’(3 — c)’(6 — c)’. 

Comme b cl e seront les deux racines de l'équation (19) , on aura identiquement 


(7') 

et par suite 
(7») 


(a: — b)(x—te) = X’ -j- (a -f- -f- a’ -f- An B , 


(3 — b)[a — c) == 3«’ aAa B ; 


puis on conclura de la formule (69) , en y remplaçant 1 .* 3 et pr b et e , u.’ A 

l’t B par a-\-A et a' Aa B , * * 

(78) {b — c)’ = {fl ~\~A)* — 4 (ss* *4“ /da -(- /?) “ A* — ^B — 9 An — 3<i* . 

Cela posé , la formule (70) donnera 

( 74 ) L'={ 5 a' + aAa + B)'{A' — AB—»Aa — ia'). 

Si maintenant on divise le second membre de l'équation (74) par le polynôme 

3* An * -f- Bn Cf ^ 

le reste sera indépendant de 3j *ct offiira la valeur cherchée de l! . On peut aussi' 
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nblcnir cette valeur, en éliminant la lettre a de la furmulc it l'aide de l'équatiun 
•(17) <i’ + + Al + C = 0. 

Or, en ayant éj^ard à l'équation (17). on trouvera 

{ôa' + iAa + By {A' — 5 B)a‘ + {AB — ijC)a + B‘ — 5 AC . 

et par tuile 

(75) U — [S* — iAC + {AM — 96)0 + {A‘ — 5 B)a'][A' — 45 — »/f« — 5 « •] ; 

% 

pinj, en déreluppant le fécond membre de la formule (7a), et remplaçant a’ par 
— Aa' — Ba — C, a* par — Aa' — Bit‘ — Ca = {A' — B)a'-{-{AB — C)a-\-AC, 
ou , ce qui éevient au même, a* far AC , a’ par — C, a' et « par téro, on 
aura 

[ ù = {B‘--5AC){A’^4B)-h(^^-^9C)5C—AC{A‘-^5B) 

(7C) 

f =A’B’-~ 4 A’C — /i£’~s7C' + iSABC. 

On trouvera donc définitivement 

(77) (a — 4 )*{n — c)*(6 — c)* ==A’B’ — 4 A^C — 4B^ — *76’ + 18ABC. 

Dnnf le cas particulier oü l'on a A — o, féqiidlion (yS) sé réduit à 

fc’= ( 35 <j‘-f OCa — 5 *)( 3 a’ + 45 ) ; 

puis on en tire, on développant le second membre, et remplaçant par — C , a , 
a' et a^ par zéro, 

(78) . ü = — 45>-î7f, 

ou, ce qui revient au mémo, . , 

(79) (a — b)’ (a — c)'(6 — c)' =i — 4®* — ayC*. 

« 

Cette dernière équation détermine le produit du carré des différences entre les racines 
de l'équation ( 5 o). On peut d'ailleurs très-aisément revenir de la foniiule (7g) è la for- 
mule (77]. En effet, si, dans l'équation (16), on pose 
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elle devicmlrn 



Or, les raclucs de celle dernière étant évidcniment • *'^'5"’ 

produit des carrés des difTéreiices entre cos racines sera toujours 

(n — 6)*(<i — «y (6 — c)’ i 

et, comme l'équation (81) est semblable è l’équation (ô«) , on tirera de la formule (*q), 
en remplaçant dans le second membre B par B — , cl C par C 

(8a) (u_b).(a-c)-{6-c)- = _ 4 (/»- 4 -) 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer que les formules (77) et (8a) sont identiques. 

Des calculs semblables à ceux qu'on vient de faire fourniraient généralemctil In valeur 
de la fonction symétrique 

(85) l/- = (a — by{a — c)*...(a — <)»(a — *)•(* — r)V.. (A — i)*(A — k)', (i — A)*, 

c’est-b-dire le produit des carrés des dilTércnces entre les racines >1, b, c , h , i, k 
de l'équation (1). On doit méine remarquer que ce produit pourra être imroédiatemeiit 
exprimé en fonction de a , si l’on sait déjb former le produit des éarrés des düTércnces 
entre les racines d’une équation du degré n — 1. En efl'et, comme, en divisant par 
X — a l’équation (1) présentée sous la forme 

(8.|) — n'+ /é(x"-l — n — ■) + /?(x"-’+a’'-’) + ... + /(!T — a) = o , 

on obtient la suivante 

4 

(85) X"-' + (fl + .éjx'-M- (fl ’ + .;éa + B) X" + fl’-' + .^ii“—* + Bfl + / = o, 

dont les racines sont b, k, on aura identiquement 

I (x — A)(x — r)...(x — i)(x — A)=* 

(8G) 

U"— ^-(a-)-.^)x"- ’4-(fl' + y<fl + B)x''->+...+fl''-‘ + .éfl’-*+Bii"-»4-.. 
et par suite 
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(Sy) (o— 6)(<i — <•)...(« — l)[a — k) =na’~' (n — i)^ii " — n — ...-4-/. 

* 

D’autre part, si, étant donnée une équation du degré n — i , on suit calculer la 
fonction entière du coodicieiit qui rcpré»-ntc le produit du carré des difTérences entre les 
racines, on aura encore 

(88) • (b — c)'...(L — iy{b — ky {i-k)' = k'. 

y désignant une fonction entière dos coofllcicnls que renferme l'équation (85), et par 
conséquent une fonction entière de a. Cela posé, l’équation (85) donnera 

(8g) 1/ = F[na"-‘ (n — i)Aa’'-' (a — a) Ba"-’ + ... -4- iK.a + / ]* . 

Si uiaintcn.int nu divise le second membre de la formule (8g) par le polynôme 

(5) — ■ + /?«•-• + ...+//a‘+ /rt 4- A', 

le reste sera indépendant do a , ut oflVira la valeur cbercliéu de V , On peut nus-.i 
obtenir cette valeur en éliminant In lettre a delà formule (8g) à l’aide de l’équation 

(go) o" + Au'~' 4- 4" ... 4* Ha’ 4- 4" ^ ~ O 

• 

Il est bon d’observer que le produit dus carrés des ditrérenccs entre les racines de 
l’équation (i) no |>cul s’évanotlir è moins que cette équation n’admetti- des racines égales. 
Dans le cas conirairo, co produit se réduira toujours è une fonction entière dus coeDi- 
uionls A , D , C , 1 , K ; par conséquent, si ces cucnicicuts oITrcnt des vuleurs 
numériques entières , celle du produit en question sera cllo-mémc un nombre entier, i-t. 
si on la désigne par dïi*, étant une quantité positive, en aura 

■.V • 

(gi) -n.rrr: ou > 1 . 

t 

On peut encore, à l’aido des principes que uous venons d’exposer, calculer uiséincnl 
le premier membre d’une équation qui aurait pour racines les diverses valeurs d’uiie 
fonction entière des racines a , b , c , ... i , k de l'équation (i), puistpic ce premier 
lucrabre sera toujours une fonction symétrique de a , b , c , ... i , k. Cela posé , si 
l'équalioii (i) est du trnisicnie ou du quatrième degré, on rantènera fucileiiiriit sa i->»o- 
lutioit, dans le premier cas 5 celle d'une équation du troisième degré, dans le second cas, 
è la résolution d'une équation binôme du même degré. Suppusous, par exemple, que 
l'équatiuii (i), étant du quatrième degré , Se réduise è la formula (58). l’ourla résoudre. , 
il snQira, comme l'on sait, de délortnincr les trois valeurs qm- peut acquérir la fonction 


» 
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(a -f- 5 — c — d)' lorsqu’on échange enire elles lei quatre lotlres a , b , e , d. Or 
ces trois râleurs, savoir, ^ 

( 9 *). (“ + 5 — c — d)' , (a — t + c — d)' , {a — b — c -{• d)' , 

seront lus (rois racines de l'équation auxiliaire 

(gâ) [i — {a + b — c — d)*][î — (a — b + e — — (o — b — c 4 -t<)*] = o, 

qui ufl'rir.T pour premier menabre une fonction symétrique du a, b, c, d. Désignons 
par * 

(94) + + + 

le polynôme que l'on obtient en développant ce premier membre. Le polyneme (g4) et 
par suite ses trois cocIBcients V, y, iy seront des fonctions symétriques de a, 
b , c , d. X)n trouvera d’ailleurs , on ayant égard aux formules ( 60 ) , 

(gâ) ) =[î_(„ + 6 — c-d)'][: — ( 0-6 + c — d)'][i — (« — b-c + d)'] 

I ■ =[x-4(a + b)*][ï — 4(a + e)’][x-4{b + e)'], 

puis on en conclura 

9 

( 96 ) L fre -f“ ca *4* 

(07) f' = ,6 { (a + 5)'[(« 4- 0* + (5 + c)*] + [(a + c )(6 + c)y } 

= .6 (— (a + b)’[(o + 6)*^4- iB] + {«• + 6 - + B)- 1 
= i 6 jB’ — 4“b(6* ai 4- a* + B) I 
=r i6{B*4-4(«*4-»i»*4-É^a)| = iG(B- — 40) , 

(gd) /f- = - 64 [(« + 6 ) (a 4- c) (5 4- c)] * = - 64 [(« 4- 5) (« • 4- 5 • 4 ^)]* = - 64 f •• 

Dune l'équation auxiliaire deviendra 

(gg) i>4-8Bx* + i 6 (B’ — 4^>)* — 64C* = o. 

Supposons cette dernière équation résolue, et désignons par s, , i, , t,. ssss trois ra- * 


* 
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cinés. Soieol de plus u , v , w Irois expressions propres k vérifier non-soulenicnt le^ 
furBiules 

(lOO) , ('0>) V>’ = îi. (*<>*) 

desquelles on tire u’v'ii»’ — r.r.ij = 64 C’, uew=:±86'; mais encore tu condition 

(103) ■vw = 8 6’. 

Alors , si l’on prend 

(10 4 ) a-\-b — c — d = U , (>o 5 ) a — b-\-e — d=zv , 

on devra prendre aussi • 

(io6) Il — b — .B + d^w, 

attendu que l’on aura 


(loyj (« + i-f-d)(ii-i+f-rf)(it- t-f+rf) = 8(a+i)(a+r)(i+r) = -8(a + *)(a’ + 4‘ + JJ) = 8C , 
et par coitsé<|uent 

(io8) (<*-|-5 — c — d)(rt — 6 + c — d)(a — b — c’+ d) = uvw . 

Si mainicnaut on combine les formules (io 4 ), (io 5 ), (io6) avec la première des formules 
(Gu) , on en déduira * * 




4 = . 


d = . 


Observons, au reste, i.* quo des valeurs de u , v w , tirées des équations (loo), 
(loi) cl (io 3 ), satisferont lou)Oiirs è l'équation (loa), a.* que cos quatre équations con- 
tinueraient d'élre vérifiées, si deux des valeurs dont il s'agit venaient h changer de signe. 
Mais alors les valeurs des racines a, b, c, d, déterminées par les rnrmnies (i 09) , 
feraient simplement échangées entre elles. 


§ 7. Sur la délerniinadon des racines réelles (Cune équation de de^rc queleontiue. 

* • 

On a VII, dans le cinquièni* parograplie, comment on pouvait constater l’existence , 
et mémo déterminer les valeurs des racines réelles ou imaginaires d'utie équation de 
degré quelconque. Toutefois , lorsqu’on calculera l’nne après l’autre ces diverses racines , 
è l’aido de la méthode indiquée dansie paragraphe dont il s’agit , il arrivera souvent que 
les racines imaginaires se présenteront les premières; et comme, dans beaucoup do ques- 
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(Inns, il importe siirloiit de connaître les rtcincs réelles d'éqnalions à cueillcicnls réels, 
il ne sera pas inutile d’exposer ici une méthode simple h l’aide do laquelle on puisse éra- 
Idcr directement ces mêmes racines. Tel est l’objet dont nous allons maintenant nous 
occuper. 

Soit loiijonrs 

(i) X" + /fa:""' + + ... + /x'+ K = o 

l'équation proposée du degré n , A , B , l , K désignant des coelTicients réels. 
Soient encore a , b , c , h , i , k les racines de cette équation , et 

• p. , p.,...p»-.. P» 

les Taleurs nnmériques des coefficients 

A, B.... l, K. 

D’après ce qui a été dit dans lo paragraphe 5, le module do chacune des racines a , 
b , c , h , i k ne pourra surpasser la racine positive t. de l’équation * 

(a) t." = (>,,.■-■ + p,v"-’ + ... +p«_,i +p,v , 

ni le ÿlus grand des nombres • 

(5) p, -1- I , Pa ^ I , ... pa.., I , p, -j- I , 

ni le plus grand teamc de la suite 

1 — 1_ i 

tt) np. . ("pO’» — ("P»-.)’ ’> ("P")'- 

Il sera donc très-facile de trouver un nombre supérieur aux modules de toutes les racines 
réelles do l’équation (i). Désignons par r ce même nombre. Le module de chacune * 
des difTérenccs 

(ô) n — 6, a — e , a — t, a — k, b — c , b — b — k,...i — k 

sera , en vertu du a.' théorème, inférieur à ar; et comme leur nombre est précité 
ment égal au nombre de combinaisons que l'on peut former avec n lettres prises deux 
è deux , c’est-è-dire , è 

* a ’ * 
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>• « 

.<i l’on tiicl de côté l’une de cci différences , par exemple , a — b , le produit de toulef 

les autres offrira, en rerlii du théoréme 3 [corollaire t."], im module inférieur à l’ex- 
prcssron 

■ f* — •} 

(6) ' (sr)“= 

D’ailleurs on pourra aisément déterminer, par les méthodes exposées dans le paragraphe 6, 
le produit des carrés de toutes différences dont il s’agit. Soit 3 ff,’ l,a valeur numérique 
de ce produit, désignant une quantité positive. Cette quantité sera évidemment 

égale au produit des modules de toutes différences ; et par suite le module ou In râleur 
numérique d’une seule différence a — b surpassera le quotient qu’on obtient en di- 
visant le nombre SX, par l’expression (C). Donc, si l’on pose 


(7) 


A=i. 




(ar)- 


_A sera un nombre inférieur b la plus petite différence entre les racines réelles de l’éqiia. 
lion (i). 

Il «St hou d’observer que le nombre' a , déteminé par U formule (7), ne pourrait 
s’évanouir que dans le cas oü l'équation proposée admettrait des racines égales. Nous 
exclurons dorénavant ce dernier cas; ce qui sera sans Inconvénient , attendu qu’on peut 
toujours débarrasser une équation des racines égales qui la vérifient. 

Lorsque les coefficients A , B , l , K de l’équation (1) se réduisent à des nom- 
bres entiers , on a , comme noua l’avont déjà remarqué. 


(8) dlL = ou > 1 , 

et par oooséqpent la plus petite différence entre deux racines réelles est supérieure au 
nombre A déterminé par la formule . . 


(9) 



Lorsqu’il l’aide de la formule (7) ou (9) on a calculé un nombre A inférieur b l.v 
plus petite différence entre deux quelconques des racines do l’équatiun (1), il devient 
facile de constater rcxislcnco de toutes les racines de cette espèce, et d’évaluer chacune 
d’elles avec une approximation aussi grande qu’on le juge convenable. En effet, soit m 

le nombre entier immédiatement supérieur au rapport — • Il est clair que toutes les 

* ' 8 



» 
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racines réelles do l'équalion (i) seront renferniées entre les limites — ma , -^ma > 
et que deux termes consécutifs de la progression arithmétique 


[l o) — lu A J — (ni — 1 ^ a f *.• — 3 Aj — aA| — Aj 0* Aj^aÀ^ SA^ ... (m t) A * ni A 


ne comprendront jamais ciilro eux plus d'une racine réelle. D'ailleurs , lorsque dans le 
polynôme > 

(il) • X’ .1x"r' Ix K 


on substitue successisement , i la place do x, deux quantités entre lesquelles une 
seule racine réelle au plus se trouve renfermée , les résultats obtenus sont de meme 
signe ou do signes contraires; pour parler autrement, la comparaison de ces deux ré- 
sultats nlTrc une permanence de signe ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe 
pas de racine réelle ou qu’il en existe une entre les deux quantités dont il s’agit. Par 
conséquent, si l’on prend les termes de la progression (lo) pour dos valeurs successives 
de la variable x , cl que l’on forme la suite des valeurs correspondantes du polynôme 
(II), cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de signe que l’équation 
(i) a de racines réelles , et chacune de ces racines sera comprise entre deux valeurs con- 
sécutives de X qui, substituées dans le polynôme (ii), donneront des résollats de 
signes contraires. Soit ic, et te, = z, -f- A deux semblables valeurs , et supposons 


('*) 


Ç = 


*■ + *, 


: œ, ^ 

a 


A. 


La racine réelle comprise entre x, et x, sera évidemment renfermée entre x, et ( , 
si la substitution de ; au lieu de x, dans le polynomo (ii), fournit nn résultat 
de mëiue signe que la substitution de x, ; mais elle sera renfermée entre ( et x, 
dans le cas contraire. On pourra donc remplacer les limites z, , se, , qui différent 
entre elles de la quantité A , par les limites z, et { ou ( et z. qui différeront 

entre elles do la quantité continuant de la mémo manière, on finira par res- 

serrer une quelconque des racines réelles entre deux limites dont la différence, repré> 
sentéc par un terme de la progression géométrique 




sera aussi petite qu’on le voudra ; et par conséquent on pourra calculer cette racine 
avec une ajiproximation aussi grande qu’on le jugera convenable. 

Il est bon d'observer que, dans la progt%ssion (lo), on pourrait tans inconvénient 
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remplacer la rnleur de â , tirée de la formule ( 7 ) ou ( 9 ) , par une râleur plu» pelîlo. 

Pour montrer une application de la mélhodo que nous venons d'exposer , considérons 
l’équation 

('4) as’ — ax — 5 = 0 , 

• . I • 


traitée par Lagrange et plus anciennement par Newton. On aura , dans ce cas, • 


et l'équation (a) réduite è 
(i 5 ) 



« 


offrira une racine positive t inférieure 5 \/s , puisqn'en supposant t, < on 

trouverait 

Donc chacune des racines de l’équation (i4) aura pour module ou pour valeur numé- 
rique un nombre inférieur 5 
(iC) r = ^/r = a,s56 

D'autre part , si l’on désigne par V le produit des carrés des difliteences entre les ra- 
cines de l’équation (i 4 ) • et par dlô* la valeur numérique de ce produit , on aura , en 
vertu de la formule ( 78 ) du sixième paragraphe , 


(17) f/ = 4.8 — 17.15 = — 645, 

(18) .%' = 643. 

« 

Par suite on tirera de l'équation ( 7 ) , en prenant n = 3 et r = , 


(>9) 


1/643 a 5 
a=-!^> — > 1 


Donc, si l’équation (i4) a plusieurs racines réelles, la différence entre deux de ces ra- 
cines ne pourra être inférieure è l'unité. D’ailleurs , si l’on remplace a par l'unité , 
les différents termes de la progression ( 10 ) deviendront respectivement 

(lo) — 5 , — 1, —I, 'O, 1, 1, 3 ; 
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( 6 ») 

et comme les valeurs correspondantes du premier membre de l’équalion (t4) seront 

(îi) — aO , —0.- —4. — — G, — 1. +i0, 

il est clair que l’équolion (i4) offrira une seule racine rdclle comprise entre Ici liiiiiles 
ï et 5. Ajoutons que, d'après ce qui a été dit plus haut, on peut è la limite 3 substituer 
l^nombrc 2,s3C.... Si maintenant on resserre de plut en plus les limites entre les- 
quelles In racine réelle de l’équation (i4) est comprise, on trouvera 

(•i») X = 2,09453 i4---- 

Il ne sera pas inutile de remarquer que, dans beaucoup de cas, on peut, li t'aide de 
diverses considérations, faciliter la recherche de's racines réelles d’une équation donnée. 
Ainsi, en particulier, on conclut immédiatement des principes établis dans le paragraphe 
que l'équation (i4) odmet une racine positive, mois une seule inférieure h (/.t. U’ail- 
leiirs, en remplaçant x par — x . on lire de l'équation (i4) 

(*5) x^ — ïX-i-5=o, 

et comme les deux hinomes 

x’ — *x, 6-^sx 

sont toujours positifs pour des valeurs positives de x , savoir, lu prcluiar tant que l'on 
a X > ^ > i,4>4 , et second tant que l’on a x < a, 5 » il est clair que te 
premier membre de l’équation (a3) ne pourra jamais devenir nul peur des vatéurs poai- 
tives de X. Donc par suite l'équation (i4) n’admeltra point de racines négatires, et 
n’offrira qu'une seule racine réelle. 


S 8. Sur Ui théorie de Céliminûtion. 

Soient 

(i) x" Ax"~' B k“~’ -{- Ix K = O , 

et 

(*) x-a-^-Px"— + Çx’— Sx -4-7’= 0, 

deux équations algébriques, la première du degré n , la seconde du degré m. Si 
l’on élimine entre elles la variable x , l’équation réaultanto de l’élimioation exprimera 
a condition è laquelle les coefficients 
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( 6i ) 


( 3 ) 


A , 


B , I , K , et P, Q , .... S , 


cioÎTonl satltfaire, pour qu’uue «cule et même valeur de x vérifie tout k la fuis les 

équations (■) et (a). Soient d'ailleurs , \ 

0 

(4) <1 , é , .... c , k 

les valeurs distinctes de x , qui sont propres h vérifier l’équation (i). Soient de mèine 

(5) P , s . ‘ 

les valeurs distinctes de x qui sont propres à vérifier l'équatiun (a) ^et faisons 

V — 


(6) 


(a-p)(a-7)...(a-j)(a-f)x(4-p)(é-î)..;(é-r)C»-t)X...X(*-p)(*-q)...(*-j)(*-t). 


Pour que les équations (i) et (i) subsistent simullanémont , il sera nécessaire et il suf- 
fira que l’un des facteurs du produit U s’évanouisse , ou , en d’autres termes , que ce 
produit hsi-tnéBie se réduise k zéro. Donc l’équolion de condition 


(7) 


V = o 


pourra être substituée à oello que produirait J’élioitiiation de x entre les équations 
(i) et (a). J’ajoute quo, si chacune de ces déruiéres offre seulement des racines inégales , 
il sera facile de transformer le produit U en une fonction entière des coefficients A , 
B .... 1 , K: P , Q S , T. C’est ce que l’on démontrera sans peine è l'aide des 
considérations suivantes. ^ 

Les racines de l’équation (a) étant inégales entre elles et représentées par p , q : . 
s, t , on aura identiquement 

(8) {x — p){x — q)...{x — s)(x — t) = X'" 4- Qx”*"’ + ... + Sx4- 7’ , 

et par suite • 

I (a — p)(a’—q)... (a — s)(a — f) E=a"4-P*"“’ + Ça’”“' 

_ (A_ p)(é_ ,)... (i_ s)(é — f) 4-ÇA— T, 

(9) 

etc*- ••• I 

(*— p)(*— ?) *)C* — 0=*’" 4- ^*7" • + <?*"■ ■■*+•■• 
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« 


C.ela poié , la formule (6) donnnora 

(lo) V = 

« 

« 

D'ailleurs, Ie« racines do l'équation (i) étant supposées inégales, le second membre de 
la formule (lo) sera évidemment une fonction symétrique de ces racines, qui pourra 
être transformée par la méthode exposée dans le paragraphe précédent en une fonction 
entière des coeflicients A , B I , K et P , Q ,,,, S , T. 

On arriverait encore aux mêmes conclusions en observant que la valeur de V , don- 
ni'-c par l’équation (6) , peut s’écrire comme il suit , 

(.,) • I/ = 

(-')'"*(P -«K/” *)■••(? -‘)(P-*)X {?-«)(?-*)..•{?-«■)(?-*) X-X(t -a)(t-*)... {»-<■)(*-*)• 

Or, si chacune des équations (i) et (i) n’oflro que des racines inégales, on aura iden- 
tiquement 

(n) (® — a){ie — !>)■■■(* — *)(•* — i) = *• + Ax"-' + B**-’ + ... > 

puis on en conclura 

■' ip — a){p — — i){p — k) z= P" + Ap'-' + Bp"-' + ... + Ip + B , 

I — — = + + Bg’-' + ... + lq + K , 

(i5) / 

I elc 

' (t-ü){t-b)...{t-i){t-k) = r + At‘-' + Bt’-' + ... + lt + K-, 

et la valeur de fJ , réduite è 

(■4) V = 

{-i)"‘"{p’'+Ap"-'+Bp^-‘+..+Ipi-K)(g''+Ag"-'+Bg''—-¥..+lg-i-ti)..{r+At''~'+Bi"—+..g.lt+K) 

pourra être facilement transformée par la méthode ci-desshs mentionnée en une fonction 
entière des coefficients A , B , I , K ; P , Q S , T, 

Si les équations (i) et (a) offraient des racines égales, il serait facile de les en débar- 
rasser et de les remplacer par deux équations nouvelles dont chacune aurait pour racines 
les valeurs distinctes do x propres à vérifier l’équation (i) ou l’équation (a). Alors le 
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( 65 ) 

premier membre de l’équation (7) pourrait être transformé en une fonction entière des 
coefCcients renfermé» "dans le» deux nouvelle» équations. Ajoutons que, »i, dan» la même 
hypothèse , on désig^ue par a , b , t , k et par fi , 7 , non plus In» vn- 
Icur» distincte» propre» h vérilicr l'équation (1) ou l'équation (s) , mais le» racine» égales 
ou inégale» des équation» (1) cl {»), on pourra encore substituer l'équation (7) h celle 
que produirait l'élimination do w entre les doux première», cl trau»former le produit 
V eu une fonction onlièru des cocllicicnts A , B , 1 , K ; P , Q , ... S , T. 


Considérons maintenant deux équation» algébrique» dont le* premier» membre» soient 
de» fonctions entière» des deux variables x el y , cl supposons que la somme de» ex- 
posant» de ces trariables soit égale ou inférieure au nombre n dans chaque terme de 
la première fonction, nu nombre m dans chaque terme do la seconde, n et m ic- 
ront les dtgri* de» deux fonction», et si chacune d’elle» renferme tou» le» termes qu’elle 
peut contenir, le» équations proposée» seront ce qu’on nomme de* iqwtliont complètes . 
du degri n et du degré m. Cela posé, si l’on divise la première équation par le 
coeflicicnl constant do a:", et la seconde- par le cocflicienl constant de *“ , elle* 
SC présenlcronl^soua les formes 

# . 

(1) œ“ Ax’~' Bx“~' + ... -{• Ix K = a , 

(t) a:" + + ... ■4'A’x -f- T" = o , 



i' 




A , B .... I , K désignant des fonction» entière» do y dont les degrés.seront res- 
pectivement égaux airx nombres I, 2,...n — I, n, cl P, Q,...S,T d’autres fonc- 
tions entières do y dont les dcgrésscrontrespectivomonl éganx aux nombre» 1. s,... 
m— s>i , m. Concevons è présent que l’on chercha les divers systèmes de valeur» de' 
X cl de y- propres è vérifier simultanément les équations (1) et (a). Il est clair que, 
dans chacun do ces systèmes , la valeur de y sera nécessairement une racine do l’é- 
quation -(7), ü désignant une fonction entière des coeflicients A, B /, K; 

P, (J S, T, et par conséquent une fonction entière de y, savoir celle dans 

laquelle peut se transformer le second membre de la formule (to), quand on représente 
par a , b , .... i , k les racine» égales ou inégales de l’équation (1). D'ailleurs, pour 
opérer la transformation dont il »’agil , il suflira , conformément au théorème iG , de di- 
viser successivement le second membru do la formule (10) , considéré comme fonction 
de k . par le polynôme 

k -è“ s ... b * 4 “ U A s 


puis le reste, considéré comme* fonction de i, par le polynôme 



'•+(* + - +*+«)i + A’ 4- + + * + 

etc 







; 

jy-.-. n,iÈ-J 



éla . 


















1 — 

4. . 



% 



( c/, ) n 

La fonction ü étant ainsi délcrminiks , toiUclJos valeurs de y , qui permellronl de ' 
vérifier simullonémont les équations (i) ot (s) . devront satiibirc V l’équation (7). 

Il est facile de l’assurer que la fonction entière de y, désignée par U, eitd'un 
degré inférieur nu tout au plus égal h mn. Kn effet, comme les degrés des fonctions 

A. K-.r^P. Q....S. T 



sont représentés par 1rs iiomlircs 



les vtleurs des rapports 

jL JL f 

7 ' 7 '' 7"~' ' 7' 




resteront finies pour des valeors infioios ia y , et l’on pourra en dire autant des valeurs 
do Z propret b vérifier les deux équations 

r" + î"“' + — î*“* + ... -f- — J- — ï-+-.^=KO,' 

7 7' ^ 7"~‘ 7“ 


PO St 

1"-‘ 4- ^ ... H 14- — = •> I 

' IV ‘ V» ' * v"*** ‘ v"* 


c’est-b-diref des rapports 

I T " * 

7 ’ 7 ' 

Donc le produit 


< * P g t t 

— • , s-^ J ^ — 

7 7 7 tà 7 7 7 


qui, en vertu de la formulq (Q), ^a équivalent au rapport 


conservera lui -même uhe valeur finie pour des valeurs infinies de y ; ce qui exige que 
le degré do la fonction de y, désignéepar U, ne surpasse pas «ni On se trouve 
ainsi ramené b un théorème connu, cl que'Von peut énoncer comme il suit. 

lÿ* TnéonÊM. Étant ilonf\$ts ij^eitphigu^iiomçktiiirigfupftn . gi y , Cwt^dudc- 

C autre du degré m, on peut en déduire , par l'élimination de x, «ne 
dont le degré soit tout un phia égal «ii produit mit . 


■s J'., il 
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